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命题和逻辑联结词

数理逻辑用数学方法(引入一套符号体系)
来研究逻辑.又称为符号逻辑.
数理逻辑广泛应用于定理机器证明,人工
智能,自动程序设计,计算机辅助设计等领
域.
人工智能是在计算机诞生之后才出现的
新兴学科,继承了数理逻辑和统计学,目的
是让机器实现接近人的思考和逻辑推理
的能力.

数理逻辑在计算机科学中的应用

为计算机硬件系统的设计提供依据
• 计算机的各种运算通过数字逻辑技术实现,
而布尔代数和范式是数字逻辑的理论基础.

• 计算机科学中开关电路的设计也应用到数
理逻辑中布尔代数和范式.
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例:银行的金库装有自动报警装置,仅当总
经理室的一个人工控制开关合上时,它才
能动作.当这个人工开关合上时,那么当金
库的门被撬或者当工作人员未切断监视
器电源并且通向金库的通道上有人,就要
发出警报.试设计这个控制电路.
设: 𝑃:人工开关合上. 𝑄:金库的门被撬. 𝑅:
工作人员尚未切断监视器电源. 𝑆:通向金
库的通道有人. 𝐹:自动报警装置报警.

𝐹 ⇔ 𝑃 ∧ (𝑄 ∨ (𝑅 ∧ 𝑆)).

数理逻辑在人工智能的作用

人工智能是以计算数学,图灵机为理论基
础,对问题进行推理和求解,让机器完成智
能工作的科学.
逻辑推理是人工智能研究中最持久的领
域之一.
逻辑是所有数学推理的基础.
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艾伦·麦席森·图灵(Alan Mathison 
Turing,1912.6.23－1954.6.7)

• 英国数学家,逻辑学家,被称为计算机科学之
父,人工智能之父.

• 1931年图灵本科就读于剑桥大学国王学院,
在普林斯顿大学获得博士学位.二战期间回
到剑桥,协助军方破解德国的著名密码系统
Enigma,帮助盟军取得二战胜利.

• 图灵对于人工智能的发展有诸多贡献,提出
一种用于判定机器是否具有智能的试验方
法,即图灵试验.

• 此外,图灵提出的著名的图灵机模型为现代
计算机的逻辑工作方式奠定了基础.

数理逻辑在现实生活中的应用

现实中的人员安排和指派问题

例:𝐴, 𝐵, 𝐶和𝐷四个人中要派两个人去出差
,按下述三个条件有几种指派方法? 如何
指派?

(1)若𝐴去则𝐶和𝐷要去一人.
(2)𝐵和𝐶不能都去.
(3)𝐶去则𝐷要留下.
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数理逻辑在排队论中应用

排队论(或称随机服务理论),是研究服务系
统中排队现象随机规律的学科.广泛应用
于计算机网络,生产,运输,库存的随机服务
系统.
将数理逻辑的理论用于排队论中,可以解
决生产实践中的很多问题,排队论主要应
用数理逻辑中的范式理论.

例:甲乙丙丁四人出去参加比赛,向外部透
露比赛结果:

• 甲说丙第一,乙第二.
• 乙说丙第二,丁第三.
• 丙说甲第二,丁第四.
• 已知这三个人说的都是一句真,一句假.

则四个人的实际排名如何?
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离散数学中的数理逻辑主要包括命题逻
辑和谓词逻辑(一阶逻辑).
研究中心问题:推理.
推理(前提→结论):基本要素是命题.

命题

命题:具有真假意义或能判断真假的陈述
句.
两个条件:(1)陈述句(2)能判断真假

真值:命题的取值.
任何一个命题的真值都是唯一的.

• 真命题:命题真值为真(𝑇,1)
• 假命题:命题真值为假(𝐹,0)
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例:判断下列语句是否是命题.
(1)您好?
(2)请勿吸烟!
(3)𝑥 + 𝑦 > 5.
(4)台湾是中国的一部分.

解:
(1),(2)不是陈述句,所以不是命题.
(3)虽然是陈述句,但它的值要随x和y的取
值而变,不唯一,因此也不是命题.
(4)是真命题.

(5)人能活到一千岁.
(6)月球上有生物存在.
(7)理发师只给那些不自己理发的人理发.

解:(5)是假命题.
(6)的真值是什么,现在谁也说不出来,但是
“月球上有生物存在”这个命题肯定有唯一
答案(存在或不存在,即命题为真或为假是
确定的),它具有真假意义,它是命题.
(7)是陈述句,但无法断定其真值.这是一个
悖论.
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简单地说,悖论就是自相矛盾的命题.
理发师悖论:
假如说,理发师只给那些不自己理发的人
理发,那么理发师的头发谁来理?
如果理发师不给自己理发,那么他就是“那
些不给自己理发的人”,那么按照上述约定
理发师就会给自己理发.

也就是说,我们得出了下面的结论:
理发师不给自己理发⇒理发师应该给自己
理发

理发师要给自己理发⇒理发师不应该给自
己理发

这就是悖论.
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命题分简单命题和复合命题.
简单命题:由简单句构成的命题(也称原子
命题).
简单命题不能再进行细分. 简单命题一般
用小写英文字母𝑝, 𝑞, 𝑟⋯及其带下标的小
写英文字母𝑝௜, 𝑞௜, 𝑟௜,⋯表示. 这些表示简单
命题的符号称为命题标识符.
例:

• 𝑝:海南是个美丽的岛屿

• 𝑞:今天是晴天

复合命题:由若干原子命题和联结词联结
而成的命题(也称分子命题).
例:

• 如果我有一双翅膀,那么我在蓝天上飞翔.
• 明天下雪或者明天下雨.

注:复合命题的表示和真值依赖于其中各
原子命题和所使用的联结词,这些联结词
称为逻辑联结词.
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逻辑联结词

定义:设𝑝为一命题,则𝑝的否定称为命题𝑝
的否命题,记作¬𝑝(或∼ 𝑝),读为“非𝑝”或者
“𝑝的否定”.符号¬称为否定联结词.
在自然语言中，表示“不是”,“并非”,“不成
立”,“没有”,“是不对的”都可以符号化为¬.
复合命题¬𝑃的真值由下表给出¬𝑃为真当
且仅当𝑃为假.

𝑝 ¬𝑝
0 1
1 0

例:设𝑝:杭州是一个城市

则¬𝑝:杭州不是一个城市

设𝑞:每个实数都可表示成分数

则¬𝑞:并非每个实数都可表示成分数
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定义:设𝑝,𝑞为命题,复合命题“𝑝并且𝑞”称为
𝑝和𝑞的合取式复合命题,记作𝑝 ∧ 𝑞,读作“𝑝
并且𝑞”,符号∧称为合取联结词.
在自然语言中,表示“并且”意思的联结词,
如: “既⋯又⋯”,
“不但⋯而且⋯”,
“一面⋯一面⋯”,
“⋯和⋯”,
“⋯与⋯”
等都可以符号化为∧.

复合命题𝑝 ∧ 𝑞的真值由下表给出.𝑝 ∧ 𝑞的
真值为真当且仅当𝑝,𝑞同时为真.

𝑝 𝑞 𝑝 ∧ 𝑞
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

例:设𝑝:李明在看电影,𝑞:张华在看电影,
则𝑝 ∧ 𝑞:李明和张华都在看电影.



2021/9/24

12

定义:设𝑝,𝑞为命题,复合命题“𝑝或𝑞”称为𝑝
和𝑞的析取式复合命题,记作𝑝 ∨ 𝑞,读作“𝑝
或𝑞”,符号∨称为析取联结词.
复合命题𝑝 ∨ 𝑞的真值由下表给出.𝑝 ∨ 𝑞真
值为真当且仅当𝑝,𝑞至少有一个为真.

𝑝 𝑞 𝑝 ∨ 𝑞
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

在自然语言中,“或者⋯或者”, “要么⋯要么
”都可符号为∨.
例: 设𝑝:他现在在上海,𝑞:他现在在广州.
则𝑝 ∨ 𝑞:他现在在上海或者在广州.
例: 设𝑟:我们第一节课上离散数学课, 𝑠:我
们第一节课上高等数学课.
则𝑟 ∨ 𝑠:我们第一节课上离散数学课或高
等数学课.
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定义:设𝑝,𝑞为命题,复合命题“如果𝑝则𝑞”称
为𝑝和𝑞的蕴含式复合命题,记作𝑝 → 𝑞,读
作“如果𝑝则𝑞”,符号→称为蕴含联结词(条
件联结词).
其中𝑝称为条件式的前件,𝑞称为条件式的
后件.

复合命题𝑝 → 𝑞的真值由下表给出.

𝑝 𝑞 𝑝 → 𝑞
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1
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例:设𝑝:他有时间,𝑞:他会帮助你,
则𝑝 → 𝑞:如果他有时间,那么他会帮助你.
例: 设𝑝:如果鲨鱼会飞,𝑞:长城位于中国北
方,
则𝑝 → 𝑞:如果鲨鱼会飞,则长城位于中国
北方.
因为命题𝑝为假,命题𝑞为真,故命题𝑝 → 𝑞
为真.

一般地,在自然语言中,“如果⋯”和“则⋯”之
间总是有着某种内在的联系.
而在数理逻辑中,对于𝑝 → 𝑞来说,只要𝑝和
𝑞是命题,𝑝 → 𝑞就有意义,而不要求𝑝和𝑞一
定有什么关系.
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𝑝 → 𝑞的逻辑关系为𝑞是𝑝的必要条件,或𝑝
是𝑞的充分条件.
在自然语言里,特别是在数学中,𝑞是𝑝的必
要条件有很多不同的叙述方式.如:

• “只要𝑝,就𝑞”, “只有𝑞才𝑝”
• “如果𝑝,那么𝑞”, “除非𝑞才𝑝”
• “因为𝑝,所以𝑞”, “𝑝仅当𝑞”

以上各种叙述方式表面上有所不同，但
都表达的是𝑞是𝑝的必要条件，因而所用
联结词均应符号化为𝑝 → 𝑞

例:
(1)如果天下雨,那么我就骑自行车上学.
(2)只要天下雨,我就骑自行车上学.
(3)天下雨,所以我骑自行车上学.
(4)仅当天下雨,我才骑自行车上学.
(5)我骑自行车上学, 仅当天下雨.

设𝑝:天下雨,𝑞:我骑自行车上学, 上述命题
可符号化为:𝑝 → 𝑞.
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定义:设𝑝,𝑞为命题,复合命题“𝑝当且仅当𝑞”
称为𝑝和𝑞的等价式复合命题,记作𝑝 ↔ 𝑞,
读作“𝑝当且仅当𝑞”,符号↔称为等价联结
词(双条件联结词).
复合命题𝑝 ↔ 𝑞的真值由下表给出.

𝑝 𝑞 𝑝 ↔ 𝑞
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

在自然语言中,“当且仅当”,“等价于”,“同⋯
一样”等都可以符号化为↔.双条件式表示
的基本逻辑关系为𝑝与𝑞互为充分必要条
件.
例: 𝑝:两圆面积相等,𝑞:两圆半径相等,
则𝑝 ↔ 𝑞:两圆面积相等当且仅当两圆半径
相等.
应强调的是:复合命题的真值只取决于各
原子命题的真值,而与它们的内容,含义无
关,与原子命题之间是否有关系无关.
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𝑝 𝑞 ¬𝑝 𝑝 ∧ 𝑞 𝑝 ∨ 𝑞 𝑝 → 𝑞 𝑝 ↔ 𝑞
0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1

其中:0代表𝐹(假),1代表𝑇(真)

命题公式和真值表

命题公式

在命题逻辑中,命题又有命题常元和命题
变元之分.
命题常元表示一个特定的命题;命题变元
表示任意命题.
命题常元表示一个特定的命题,所以它有
确定的真值.
命题变元没有确定的真值,它不是命题,仅
当用一个特定命题取代它时,才能确定真
值,这称为对命题变元的真值指派,赋值或
解释(Intepretation).
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定义:命题公式(简称公式)递归定义如下:
(1)命题常元和命题变元(如𝑝, 𝑞, 𝑟,⋯ , 𝑇, 𝐹)是
命题公式;

(2)如果𝐴是命题公式,则(¬𝐴)也是命题公式;
(3)如果𝐴, 𝐵是命题公式,则(𝐴 ∧ 𝐵),(𝐴 ∨
𝐵),(𝐴 → 𝐵)和(𝐴 ↔ 𝐵)也是命题公式;

(4)规则(1)-(3)的有限次使用得到的由命题常
元,命题变元,逻辑联结词和括号组成的符号
串也是命题公式.

当命题公式比较复杂时,常常使用很多圆
括号,为了减少圆括号的使用量,可作以下
约定:

(1)规定联结词的优先级由高到低的次序为
¬ ∧∨→↔.

(2)相同的联结词按从左至右次序计算时,圆括
号可省略.

(3)(¬𝐴)两端的括号和任一命题公式最外层的
圆括号可以省略.

(4)定义中引入了𝐴, 𝐵等符号,用它们表示任意
命题公式,而不是某个具体的公式.
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例:
𝑝 ∧ 𝑞

(𝑝 → (𝑞 → 𝑟)) ∨ 𝑟
(𝑝 → 𝑞 → 𝑟) ∨ 𝑟

(𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑟) → (𝑝 ∨ (𝑞 ∧ 𝑠))

是命题公式.
而

(𝑝 ∧ 𝑞) → (→ 𝑟) ∧ 𝑟 ∨ 𝑝
(𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑟)

不是命题公式.

定义:如果𝐴ଵ是命题公式𝐴的一个组成部
分,且𝐴ଵ本身也是一个命题公式,称𝐴ଵ是A
的子命题(子公式).
例:对命题公式

(𝑝 ∧ 𝑞) → (𝑟 ∨ (𝑞 ∧ 𝑠))

而言,
𝑝 ∧ 𝑞, 𝑞 ∧ 𝑠, 𝑟 ∨ (𝑞 ∧ 𝑠)

都是它的子公式.
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命题的翻译

将自然语言描述的命题表示成命题公式
的形式,称为命题的翻译或命题的符号化.
命题翻译的步骤:

(1)找出命题中各原子命题,将其符号化.
(2)找出命题中各联结词,将联结词符号化.
(3)把符号化的原子命题和符号化的联结词联
结起来.

例:将下列命题符号化:
(1)派小王或小李出差.
令𝑝:派小王出差;𝑞:派小李出差命题符号
化为:𝑝 ∨ 𝑞.
(2)我们不能既划船又跑步.
令𝑝:我们划船;𝑞:我们跑步命题符号化为
:¬(𝑝 ∧ 𝑞)



2021/9/24

21

(3)如果你来了,那么他唱不唱歌将看你是
否伴奏而定.
令𝑝:你来了;𝑞:他唱歌;𝑟:你伴奏命题符号
化为:𝑝 → (𝑞 ↔ 𝑟)

(4)假如上午不下雨,我去看电影,否则就在
家里看书.
令𝑝:上午下雨;𝑞:我去看电影;𝑟:我在家读
书命题符号化为(¬𝑝 → 𝑞) ∧ (𝑝 → 𝑟).

(5)在公式(𝑝 ∧ ¬𝑞) → ¬𝑟中:
令𝑝:李强是体育爱好者; 𝑞:李强是文艺爱
好者; 𝑟:李强是文体爱好者,
则公式(𝑝 ∧ ¬𝑞) → ¬𝑟表示:
如果李明是体育爱好者,但不是文艺爱好
者,那么李明不是文体爱好者.
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练习:
(1)李明是计算机学生,他住在312室或313
室.
令𝑝:李明是计算机学生;𝑞:他住在312室; 𝑟:
他住在313室
(2)如果我下班早,就去商店看看,除非我很
累.
令𝑝:我很累;𝑞:我下班早;𝑟:我去商店看看

翻译命题时应注意以下几点:
(1)确定句子是否为命题,不是就不必翻译;
(2)确定句中联接词是否能对应于并且对应于
哪一个逻辑联结词;

(3)正确表示原子命题和选择逻辑联结词;
(4)要按逻辑关系翻译而不能凭字面翻译.

例:令𝑝:林芬做作业;𝑞:林芳做作业

“林芬和林芳同在做作业”可译为𝑝 ∧ 𝑞.

但“林芬和林芳是姐妹”不能译为𝑝 ∧ 𝑞. 这
是一个原子命题.
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在研究推理时,如果把命题分析到简单命
题为止,那么这种建立在以简单命题为基
本推理单位之上的逻辑体系,称为命题逻
辑.

真值表

定义:设𝐴是一个命题公式,𝑝ଵ, 𝑝ଶ,⋯ , 𝑝௡是
出现在A中的所有命题变元(可以用
𝐴(𝑝ଵ, 𝑝ଶ,⋯ , 𝑝௡)来表示含有𝑛个命题变元
𝑝ଵ, 𝑝ଶ,⋯ , 𝑝௡的命题公式𝐴),给变元
𝑝ଵ, 𝑝ଶ,⋯ , 𝑝௡指定一组真值,称为对𝐴的一
个真值指派,赋值或解释.
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𝑃ଵ 𝑃ଶ ⋯ 𝑃௡ 𝐴(𝑝ଵ, 𝑝ଶ,⋯ , 𝑝௡)
0 0 ⋯ 0 𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒1
0 0 ⋯ 1 𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒2
⋅ ⋅ ⋯ ⋅ ⋯
1 1 ⋯ 1 𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒2௡

含有𝑛个变元的命题公式有2௡组不同的解
释,对于每一个解释,命题公式都有一个确
定的真值.
真值𝑖 ∈ 0,1,𝑖 = 1,2,⋯ , 2௡ 相当于从𝑛位二
进制的00⋯0到𝑛位二进制的11⋯1,共2௡

种.

定义:对于命题公式𝐴,由𝐴所有可能的解释
和𝐴在其所有可能解释下所得真值列成的
表,称为命题公式𝐴的真值表.
一个命题公式的真值表由两部分组成:

(1)表的左边列出命题公式的每一个解释.对于
一个含有𝑛个命题变元的命题公式,不同的
解释共有2௡个.

(2)表的右边部分列出对应每一个解释,命题公
式取得的真值.
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例:给出命题公式(¬𝑝 ∧ 𝑞) ∨ 𝑝的真值表

解:
𝑝 𝑞 ¬𝑝 ¬𝑝 ∧ 𝑞 (¬𝑝 ∧ 𝑞) ∨ 𝑝
0 0 1 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 1 0 0 1

例:给出命题公式(𝑝 → 𝑞) → 𝑟的真值表

解: 𝑝 𝑞 𝑟 𝑝 → 𝑞 (𝑝 → 𝑞) → 𝑟
0 0 0 1 0
0 0 1 1 1
0 1 0 1 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 0 1 0 1
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1



2021/9/24

26

定义:给定命题公式𝐴.若𝐴的所有解释都使
𝐴的真值为真,则称命题公式𝐴为永真式(重
言式);若𝐴的所有解释,都使𝐴的真值为假,
则称命题公式𝐴为永假式(矛盾式);若𝐴至
少有一个解释使𝐴的真值为真,则称命题公
式𝐴为可满足式.
对于给定的命题公式,判断它的类型(永真
式,永假式或可满足式)问题,称为命题公式
的判定问题.

例:用真值表判定命题公式(𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞)) ↔
¬𝑝的类型.
解:
𝑝 𝑞 𝑝 ∨ 𝑞 𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ¬𝑝 𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ↔ ¬𝑝
0 0 0 0 1 0
0 1 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0
由真值表可知,(𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞)) → ¬𝑝为永假
式.
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例:用真值表判定命题公式𝑝 ∧ ¬𝑝的类型.
解:

𝑝 ¬𝑝 𝑝 ∧ ¬𝑝
0 1 0
1 0 0

由真值表可知,𝑃 ∧ ¬𝑃为永假式.

例:用真值表判定命题公式𝑝 ∨ ¬𝑝的类型.
解:

𝑝 ¬𝑝 𝑝 ∨ ¬𝑝
0 1 1
1 0 1

由真值表可知,𝑝 ∨ ¬𝑝为永真式.
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例:用真值表判定命题公式(𝑝 → 𝑞) → 𝑟的
类型.
解: 𝑝 𝑞 𝑟 𝑝 → 𝑞 (𝑝 → 𝑞) → 𝑟

0 0 0 1 0
0 0 1 1 1
0 1 0 1 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 0 1 0 1
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1

由真值表可知,(𝑝 → 𝑞) → 𝑟为可满足式.

等值式

命题定律

定义:设𝐴和𝐵是两个命题公式,若对𝐴和𝐵
的任何相同解释,𝐴和𝐵总是取得相同的真
值,则称命题公式𝐴和𝐵是逻辑等值(或称等
价)的.
记做𝐴 ⇔ 𝐵,读作𝐴等值(等价)于𝐵,𝐴 ⇔ 𝐵
称为等值式(等价式).
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符号“⇔”与“↔”的区别与联系:
“⇔”不是联结词,𝐴 ⇔ 𝐵不表示一个公式,
它表示两个公式间的逻辑等值关系(等价
关系).
“↔”是联结词,𝐴 ↔ 𝐵是一个公式.
𝐴 ⇔ 𝐵当且仅当𝐴 ↔ 𝐵是永真公式.

两命题公式是否等值,可通过:
(1)真值表来判断,若命题公式𝐴和𝐵的真值
表相同,则命题公式𝐴和𝐵等值;
(2)采用公式推演法(等值演算法)来证明.



2021/9/24

30

(1)真值表法

例:证明𝑝 ∧ 𝑞 ⇔ 𝑞 ∧ 𝑝

证明:构造𝑝 ∧ 𝑞和𝑞 ∧ 𝑝的真值表如下:

𝑝 𝑞 𝑝 ∧ 𝑞 𝑞 ∧ 𝑝
0 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 0
1 1 1 1

由真值表可知,𝑝 ∧ 𝑞与𝑞 ∧ 𝑝的真值表相同,
所以两命题公式等值.

也可通过证明(𝑝 ∧ 𝑞) ↔ (𝑞 ∧ 𝑝)为永真式,
得到𝑝 ∧ 𝑞 ⇔ 𝑞 ∧ 𝑝.(𝑝 ∧ 𝑞) ↔ (𝑞 ∧ 𝑝)的真
值表如下:

𝑝 𝑞 𝑝 ∧ 𝑞 𝑞 ∧ 𝑝 (𝑝 ∧ 𝑞) ↔ (𝑞 ∧ 𝑝)
0 0 0 0 1
0 1 0 0 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1

可见,(𝑝 ∧ 𝑞) ↔ (𝑞 ∧ 𝑝)为永真式,所以𝑝 ∧
𝑞 ⇔ 𝑞 ∧ 𝑝.
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例:证明
(𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑟 ⇔ (¬𝑝 ∨ 𝑟) ∧ (¬𝑞 ∨ 𝑟).

证明:构造(𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑟和(¬𝑝 ∨ 𝑟) ∧ (¬𝑞 ∨
𝑟)的真值表如下.

𝑝 𝑞 𝑟 (𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑟 (¬𝑝 ∨ 𝑟) ∧ (¬𝑞 ∨ 𝑟)
0 0 0 1 1
0 0 1 1 1
0 1 0 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 1 1 1
1 1 0 0 0
1 1 1 1 1

两者真值表相同,故两命题公式等值.



2021/9/24

32

等值式的性质:
自反性:对任意命题公式𝐴,有𝐴 ⇔ 𝐴.

对称性:对任意命题公式𝐴和𝐵,若𝐴 ⇔
𝐵,𝐵 ⇔ 𝐴.

传递性:对任意命题公式𝐴,𝐵和𝐶,若𝐴 ⇔ 𝐵
且𝐵 ⇔ 𝐶,则𝐴 ⇔ 𝐶.
在判定公式间是否等值,有一些简单而又
经常使用的等值式,称为基本等值式(基本
等价式)或称命题定律.

双重否定律 (Double negation law)
¬¬𝐴 ⇔ 𝐴

等幂律 (Idempotent laws)
𝐴 ∨ 𝐴 ⇔ 𝐴
𝐴 ∧ 𝐴 ⇔ 𝐴

结合律 (Associative laws)
(𝐴 ∨ 𝐵) ∨ 𝐶 ⇔ 𝐴 ∨ (𝐵 ∨ 𝐶)
(𝐴 ∧ 𝐵) ∧ 𝐶 ⇔ 𝐴 ∧ (𝐵 ∧ 𝐶)

交换律 (Commutative laws)
𝐴 ∨ 𝐵 ⇔ 𝐵 ∨ 𝐴
𝐴 ∧ 𝐵 ⇔ 𝐵 ∧ 𝐴
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分配律 (Distributive laws)
𝐴 ∨ (𝐵 ∧ 𝐶) ⇔ (𝐴 ∨ 𝐵) ∧ (𝐴 ∨ 𝐶)
𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶) ⇔ (𝐴 ∧ 𝐵) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶)

吸收律 (Absorption laws)
𝐴 ∨ (𝐴 ∧ 𝐵) ⇔ 𝐴
𝐴 ∧ (𝐴 ∨ 𝐵) ⇔ 𝐴

德⋅摩根律 (De Morgan’s laws)
¬(𝐴 ∧ 𝐵) ⇔ ¬𝐴 ∨ ¬𝐵
¬(𝐴 ∨ 𝐵) ⇔ ¬𝐴 ∧ ¬𝐵

同一律 (Identity laws)
𝐴 ∨ 𝐹 ⇔ 𝐴
𝐴 ∧ 𝑇 ⇔ 𝐴

零律 (Domination laws)
𝐴 ∨ 𝑇 ⇔ 𝑇
𝐴 ∧ 𝐹 ⇔ 𝐹

补余律 (Negation laws)
𝐴 ∨ ¬𝐴 ⇔ 𝑇
𝐴 ∧ ¬𝐴 ⇔ 𝐹

条件转化律 (Conditionals, Material 
Implication)

𝐴 → 𝐵 ⇔ ¬𝐴 ∨ 𝐵
𝐴 → 𝐵 ⇔ ¬𝐵 → ¬𝐴
¬(𝐴 → 𝐵) ⇔ 𝐴 ∧ ¬𝐵
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双条件转化律 (Biconditionals, Material 
Equivalence)

𝐴 ↔ 𝐵 ⇔ (𝐴 → 𝐵) ∧ (𝐵 → 𝐴)
𝐴 ↔ 𝐵 ⇔ (𝐴 ∧ 𝐵) ∨ (¬𝐴 ∧ ¬𝐵)

归缪律 (Reductio ad absurdum)
(𝐴 → 𝐵) ∧ (𝐴 → ¬𝐵) ⇔ ¬𝐴

输入输出律(Exportation, Importation)
(𝐴 ∧ 𝐵) → 𝐶 ⇔ 𝐴 → (𝐵 → 𝐶)

以上14组等值式共包括24个重要的等值
式.
由于𝐴,𝐵,𝐶可以代表任意命题公式,因此称
这些等值式为等值式模式.
每个基本等值式都可衍生出无穷多个同
类型的等值式.
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例,在条件转化律𝐴 → 𝐵 ⇔ ¬𝐴 ∨ 𝐵中: 当
取𝐴 = 𝑝, 𝐵 = 𝑞时,得等值式

𝑝 → 𝑞 ⇔ ¬𝑝 ∨ 𝑞

当取𝐴 = 𝑝 ∨ 𝑞,𝐵 = 𝑟时,得等值式
(𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑟 ⇔ ¬(𝑝 ∨ 𝑞) ∨ 𝑟

命题定律均可采用真值表法加以证明.
例:证明德⋅摩根定律¬(𝑝 ∧ 𝑞) ⇔ ¬𝑝 ∨ ¬𝑞
证明:

𝑝 𝑞 𝑝 ∧ 𝑞 ¬𝑝 ¬𝑞 ¬(𝑝 ∧ 𝑞) ¬𝑝 ∨ ¬𝑞
0 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 1 1
1 1 1 1 1 0 0

由真值表可知,¬(𝑝 ∧ 𝑞)与¬𝑝 ∨ ¬𝑞的真值
表相同,所以两命题公式等价.
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公式推演法

定义:设𝐴(𝑝ଵ, 𝑝ଶ,⋯ , 𝑝௡)是一个命题公式,𝑝
是𝐴(𝑝ଵ, 𝑝ଶ,⋯ , 𝑝௡)中的命题变元.
用某命题公式取代𝐴中𝑝的所有出现,由此
从命题公式𝐴得到命题公式𝐵,称𝐵为𝐴的代
入实例.
例:对命题公式:

𝐴(𝑝, 𝑞) = (𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑞

若用𝑟 ∧ 𝑠取代其中的𝑞,得代入实例:
𝐵(𝑝, 𝑟, 𝑠) = (𝑝 ∨ (𝑟 ∧ 𝑠)) → (𝑟 ∧ 𝑠)

定理:(代入规则)设命题公式𝐴为永真式,若
𝐵为𝐴的代入实例,则命题公式𝐵也是永真
式.
例:对永真式:

(𝑝 → 𝑞) ↔ (¬𝑞 → ¬𝑝)

若用公式𝑟 ∧ 𝑠代换命题变元𝑝得公式:
((𝑟 ∧ 𝑠) → 𝑞) ↔ (¬𝑞 → ¬(𝑟 ∧ 𝑠))

仍是永真式.
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定理:(置换规则)设𝐴ଵ为命题公式𝐴的子公
式,𝐵ଵ为另一命题公式.
以𝐵ଵ取代命题公式𝐴中的𝐴ଵ,得命题公式
𝐵.
若𝐴ଵ ⇔ 𝐵ଵ,则𝐴 ⇔ 𝐵.

例:对命题公式:
(𝑝 → 𝑞) ∧ 𝑟

若用公式¬𝑝 ∨ 𝑞取代公式𝑝 → 𝑞得公式:
(¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ 𝑟

因为:
(𝑝 → 𝑞) ⇔ (¬𝑝 ∨ 𝑞)

所以:(𝑝 → 𝑞) ∧ 𝑟 ⇔ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ 𝑟
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有了代入规则和置换规则,就可以利用已
知的等值式来推演出一些更为复杂的等
值式.
这种利用已知的等值式,代入规则和置换
规则来推演复杂等值式的方法称为公式
推演法(等值演算法).

求证:𝑟 → (𝑝 → 𝑞) ⇔ 𝑟 → ¬(𝑝 ∧ ¬𝑞).

证明:𝑟 → (𝑝 → 𝑞) ⇔ 𝑟 → (¬𝑝 ∨ 𝑞)
⇔ 𝑟 → ¬(¬¬𝑝 ∧ ¬𝑞)
⇔ 𝑟 → ¬(𝑝 ∧ ¬𝑞)

故𝑟 → (𝑝 → 𝑞) ⇔ 𝑟 → ¬(𝑝 ∧ ¬𝑞)
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求证:(𝑝 → 𝑞) ∧ (𝑟 → 𝑞) ⇔ (𝑝 ∨ 𝑟) → 𝑞

证明:(𝑝 → 𝑞) ∧ (𝑟 → 𝑞)
⇔ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑟 ∨ 𝑞)

⇔ (¬𝑝 ∧ ¬𝑟) ∨ 𝑞
⇔ ¬(𝑝 ∨ 𝑟) ∨ 𝑞
⇔ (𝑝 ∨ 𝑟) → 𝑞

所以(𝑝 → 𝑞) ∧ (𝑟 → 𝑞) ⇔ (𝑝 ∨ 𝑟) → 𝑞

求证:(𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (¬𝑝 ∨ (¬𝑝 ∨ 𝑞)) ⇔ ¬𝑝 ∨ 𝑞

证明:(𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (¬𝑝 ∨ (¬𝑝 ∨ 𝑞))
⇔ (𝑝 ∧ 𝑞) ∨ ((¬𝑝 ∨ ¬𝑝) ∨ 𝑞)

⇔ (𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (¬𝑝 ∨ 𝑞)
⇔ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞)
⇔ ¬𝑝 ∨ (𝑞 ∨ (𝑝 ∧ 𝑞))

⇔ ¬𝑝 ∨ 𝑞
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求证:
((𝑝 ∨ 𝑞) ∧ ¬(¬𝑝 ∧ (¬𝑞 ∨ ¬𝑟))) ∨ ((¬𝑝

∧ ¬𝑞) ∨ (¬𝑝 ∧ ¬𝑟)) ⇔ 𝑇

证明:
((𝑝 ∨ 𝑞) ∧ ¬(¬𝑝 ∧ (¬𝑞 ∨ ¬𝑟))) ∨ ((¬𝑝

∧ ¬𝑞) ∨ (¬𝑝 ∧ ¬𝑟))
⇔ ((𝑝 ∨ 𝑞) ∧ ¬(¬𝑝 ∧ (¬𝑞 ∨ ¬𝑟))) ∨ (¬(𝑝

∨ 𝑞) ∨ ¬(𝑝 ∨ 𝑟))
⇔ ((𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑝 ∨ (𝑞 ∧ 𝑟))) ∨ (¬(𝑝 ∨ 𝑞)

∨ ¬(𝑝 ∨ 𝑟))

⇔ ((𝑝 ∨ 𝑞) ∧ ((𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑝 ∨ 𝑟))) ∨ (¬(𝑝
∨ 𝑞) ∨ ¬(𝑝 ∨ 𝑟))

⇔ ((𝑝 ∨ 𝑞) ∧ ((𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑝 ∨ 𝑟))) ∨ ¬((𝑝
∨ 𝑞) ∧ (𝑝 ∨ 𝑟))

⇔ (((𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑝 ∨ 𝑞)) ∧ (𝑝 ∨ 𝑟)) ∨ ¬((𝑝
∨ 𝑞) ∧ (𝑝 ∨ 𝑟))

⇔ ((𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑝 ∨ 𝑟)) ∨ ¬((𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑝
∨ 𝑟))
⇔ 𝑇
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例:一个小学生考试后回家跟他的爸爸,妈
妈和阿姨说:“我今天数学,语文考试的成
绩都排在班级前三名”,他让三人猜猜他具
体排在第几名.三人猜测结果如下:

• 爸爸:数学第一,语文第三;
• 妈妈:数学第二,语文第三;
• 阿姨:数学第一,语文第二.

听完猜测后,小学生不紧不慢地说:“你们
有一人说的全对,另两人各说对了一个”,试
用推演法分析小学生的两科成绩排名.

解:设命题
• 𝑝:数学第一;
• 𝑞:数学第二;
• 𝑟:语文第二;
• 𝑠:语文第三.

𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠中必有两个真命题,两个假命题,要
通过推演将真命题找出来.设:
爸爸的判断为:𝐴ଵ = 𝑝 ∧ 𝑠

妈妈的判断为:𝐴ଶ = 𝑞 ∧ 𝑠

阿姨的判断为:𝐴ଷ = 𝑝 ∧ 𝑟
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爸爸的判断全对:𝐵ଵ = 𝑝 ∧ 𝑠

爸爸的判断对一个:𝐵ଶ = (𝑝 ∧ ¬𝑠) ∨ (¬𝑝 ∧
𝑠)

妈妈的判断全对:𝐶ଵ = 𝑞 ∧ 𝑠

妈妈的判断对一个:𝐶ଶ = (𝑞 ∧ ¬𝑠) ∨ (¬𝑞 ∧
𝑠)

阿姨的判断全对:𝐷ଵ = 𝑝 ∧ 𝑟

阿姨的判断对一个:𝐷ଶ = (𝑝 ∧ ¬𝑟) ∨
(¬𝑝 ∧ 𝑟)

根据小学生的说法有:
𝑍 = (𝐵ଵ ∧ 𝐶ଶ ∧ 𝐷ଶ) ∨

(𝐶ଵ ∧ 𝐵ଶ ∧ 𝐷ଶ) ∨ (𝐷ଵ ∧ 𝐵ଶ ∧ 𝐶ଶ)

为真命题.



2021/9/24

43

而:
𝐵ଵ ∧ 𝐶ଶ ∧ 𝐷ଶ

= (𝑝 ∧ 𝑠) ∧ ((𝑞 ∧ ¬𝑠) ∨ (¬𝑞 ∧ 𝑠)) ∧ ((𝑝
∧ ¬𝑟) ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑟))

⇔ ((𝑝 ∧ 𝑠 ∧ 𝑞 ∧ ¬𝑠) ∨ (𝑝 ∧ 𝑠 ∧ ¬𝑞 ∧ 𝑠))
∧ ((𝑝 ∧ ¬𝑟) ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑟))

⇔ (𝐹 ∨ (𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ 𝑠)) ∧ ((𝑝 ∧ ¬𝑟) ∨ (¬𝑝
∧ 𝑟))

⇔ (𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ 𝑠) ∧ ((𝑝 ∧ ¬𝑟) ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑟))
⇔ (𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ 𝑠 ∧ 𝑝 ∧ ¬𝑟) ∨ (𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ 𝑠

∧ ¬𝑝 ∧ 𝑟)
⇔ (𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ 𝑠 ∧ ¬𝑟) ∨ 𝐹

⇔ 𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ 𝑠 ∧ ¬𝑟

𝐶ଵ ∧ 𝐵ଶ ∧ 𝐷ଶ
= (𝑞 ∧ 𝑠) ∧ ((𝑝 ∧ ¬𝑠) ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑠)) ∧ ((𝑝

∧ ¬𝑟) ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑟))
⇔ ((𝑞 ∧ 𝑠 ∧ 𝑝 ∧ ¬𝑠) ∨ (𝑞 ∧ 𝑠 ∧ ¬𝑝 ∧ 𝑠))

∧ ((𝑝 ∧ ¬𝑟) ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑟))
⇔ (𝐹 ∨ (𝑞 ∧ 𝑠 ∧ ¬𝑝)) ∧ ((𝑝 ∧ ¬𝑟) ∨ (¬𝑝

∧ 𝑟))
⇔ (𝑞 ∧ 𝑠 ∧ ¬𝑝) ∧ ((𝑝 ∧ ¬𝑟) ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑟))
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⇔ (𝑞 ∧ 𝑠 ∧ ¬𝑝 ∧ 𝑝 ∧ ¬𝑟) ∨ (𝑞 ∧ 𝑠 ∧ ¬𝑝
∧ ¬𝑝 ∧ 𝑟)

⇔ 𝐹 ∨ (𝑞 ∧ 𝑠 ∧ ¬𝑝 ∧ 𝑟)
⇔ 𝑞 ∧ 𝑠 ∧ ¬𝑝 ∧ 𝑟

语文排名不能既是第二名又是第三名,所
以𝑟, 𝑠必有一个假命题,即𝑞 ∧ 𝑠 ∧ ¬𝑝 ∧
𝑟 ⇔ 𝐹.

𝐷ଵ ∧ 𝐵ଶ ∧ 𝐶ଶ
= (𝑝 ∧ 𝑟) ∧ ((𝑝 ∧ ¬𝑠) ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑠)) ∧ ((𝑞

∧ ¬𝑠) ∨ (¬𝑞 ∧ 𝑠))
⇔ ((𝑝 ∧ 𝑟 ∧ 𝑝 ∧ ¬𝑠) ∨ (𝑝 ∧ 𝑟 ∧ ¬𝑝 ∧ 𝑠))

∧ ((𝑞 ∧ ¬𝑠) ∨ (¬𝑞 ∧ 𝑠))
⇔ ((𝑝 ∧ 𝑟 ∧ ¬𝑠) ∨ 𝐹) ∧ ((𝑞 ∧ ¬𝑠) ∨ (¬𝑞

∧ 𝑠))
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⇔ (𝑝 ∧ 𝑟 ∧ ¬𝑠) ∧ ((𝑞 ∧ ¬𝑠) ∨ (¬𝑞 ∧ 𝑠))
⇔ (𝑝 ∧ 𝑟 ∧ ¬𝑠 ∧ 𝑞 ∧ ¬𝑠) ∨ (𝑝 ∧ 𝑟 ∧ ¬𝑠

∧ ¬𝑞 ∧ 𝑠)
⇔ (𝑝 ∧ 𝑟 ∧ ¬𝑠 ∧ 𝑞) ∨ 𝐹

⇔ 𝑝 ∧ 𝑟 ∧ ¬𝑠 ∧ 𝑞

数学排名不能既是第一名又是第二名,所
以𝑝, 𝑞必有一个假命题,即

𝑝 ∧ 𝑟 ∧ ¬𝑠 ∧ 𝑞 ⇔ 𝐹.

所以
𝑍 = (𝐵ଵ ∧ 𝐶ଶ ∧ 𝐷ଶ) ∨

(𝐶ଵ ∧ 𝐵ଶ ∧ 𝐷ଶ) ∨ (𝐷ଵ ∧ 𝐵ଶ ∧ 𝐶ଶ)
⇔ (𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ 𝑠 ∧ ¬𝑟) ∨ 𝐹 ∨ 𝐹

⇔ 𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ 𝑠 ∧ ¬𝑟

为真命题,故可知小学生的数学排名第一,
语文排名第三.
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永真蕴含式

定义:给定命题公式𝐴 → 𝐵,
称命题公式𝐵 → 𝐴为它的逆换式.
命题公式¬𝐴 → ¬𝐵为它的反换式.
命题公式¬𝐵 → ¬𝐴为它的逆反式.
这四个命题公式有如下的关系:

𝐴 → 𝐵 ⇔ ¬𝐵 → ¬𝐴,
𝐵 → 𝐴 ⇔ ¬𝐴 → ¬𝐵

定理:设𝐴, 𝐵为两个命题公式,若𝐴 → 𝐵是
永真式,即𝐴 → 𝐵 ⇔ 𝑇,则称𝐴 → 𝐵为永真
蕴含式.
也称命题公式𝐴永真蕴含命题公式𝐵,记作
𝐴 ⇒ 𝐵.
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注意:符号“⇒”和“→”的区别和联系:
• “⇒”不是联结词,“𝐴 ⇒ 𝐵”不是公式,它表示
公式𝐴与𝐵之间存在永真蕴含关系.

• “→”是联系词,𝐴 → 𝐵是一个公式.
• 𝐴 ⇒ 𝐵当且仅当𝐴 → 𝐵是永真公式.

证明𝐴 ⇒ 𝐵可采用几种不同的方法:
(1)真值表法: 使用真值表法证明𝐴 ⇒ 𝐵,即通
过真值表证明𝐴 → 𝐵为永真式.

(2)前件真推证后件真方法: 设𝐴为真,若能推
证𝐵为𝑇,则𝐴 → 𝐵为永真式,即𝐴 ⇒ 𝐵.

(3)后件假推证前件假方法: 设𝐵为𝐹,若能推证
𝐴为𝐹,则𝐴 → 𝐵为永真式,即𝐴 ⇒ 𝐵.

(4)公式推演法.
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例:证明¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞) ⇒ ¬𝑝.
证明:(真值表法) 欲证明

¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞) ⇒ ¬𝑝,

即要证明命题公式
(¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞)) → ¬𝑝

为永真式.
画出(¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞)) → ¬𝑝的真值表.

𝑝 𝑞 ¬𝑞 𝑝 → 𝑞 ¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞) ¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞) → ¬𝑝
0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 0 1
1 1 0 1 0 1
由真值表可知,(¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞)) → ¬𝑝为永
真式.
所以¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞) ⇒ ¬𝑝.
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(前件真推证后件真方法)
(¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞) ⇒ ¬𝑝)

假定前件:¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞)为𝑇

则有¬𝑞, 𝑝 → 𝑞均为𝑇

从而有𝑞为𝐹

由𝑞为𝐹,𝑝 → 𝑞为𝑇,必有𝑝为𝐹,故¬𝑝为𝑇.
所以

¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞) ⇒ ¬𝑝.

(后件假推证前件假方法)
(¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞) ⇒ ¬𝑝)

假定后件:¬𝑝为𝐹则有:𝑝为𝑇

若𝑞为𝑇,则¬𝑞为𝐹,
从而¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞)为𝐹.
若𝑞为𝐹,由于𝑝为𝑇,
故𝑝 → 𝑞为𝐹,
从而¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞)为𝐹

因此¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞) ⇒ ¬𝑝.
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例:证明¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ⇒ 𝑞

证明:(真值表法) 欲证明¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ⇒ 𝑞,
即要证明(¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞)) → 𝑞为永真式.
画出(¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞)) → 𝑞的真值表.

𝑝 𝑞 ¬𝑝 𝑝 ∨ 𝑞 ¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑞
0 0 0 0 0 1
0 1 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1
1 1 1 1 0 1

由真值表可知,¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑞为永真式.
所以¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ⇒ 𝑞.
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(前件真推证后件真方法)
(¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ⇒ 𝑞)

假定前件:¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞)为𝑇,
则有¬𝑝, 𝑝 ∨ 𝑞均为𝑇.
从而有𝑝为𝐹, 故𝑞为𝑇.
所以¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ⇒ 𝑞.

(后件假推证前件假方法)
(¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ⇒ 𝑞)

假定后件:𝑞为𝐹
• 若𝑝为𝑇,则¬𝑝为𝐹,从而¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞)为𝐹

• 若𝑝为𝐹,𝑝 ∨ 𝑞为𝐹,从而¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞)为𝐹

因此:
¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ⇒ 𝑞
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设𝐴, 𝐵, 𝐶和𝐷是命题公式,以下给出9组基
本蕴含式.这些蕴含式均可采用上述方法
给出证明,利用这些蕴涵式通过公式推演
法可证明其它更为复杂的蕴含式.
化简式 (Simplification)

𝐴 ∧ 𝐵 ⇒ 𝐴
𝐴 ∧ 𝐵 ⇒ 𝐵

附加式 (Addition)
𝐴 ⇒ 𝐴 ∨ 𝐵
𝐵 ⇒ 𝐴 ∨ 𝐵

假言推理 (Modus ponens)
𝐴 ∧ (𝐴 → 𝐵) ⇒ 𝐵

拒取式 (Modus tollens)
¬𝐵 ∧ (𝐴 → 𝐵) ⇒ ¬𝐴

析取三段论 (Disjunctive syllogism)
¬𝐴 ∧ (𝐴 ∨ 𝐵) ⇒ 𝐵

假言三段论 (Hypothetical syllogism)
(𝐴 → 𝐵) ∧ (𝐵 → 𝐶) ⇒ (𝐴 → 𝐶)

双条件三段论
(𝐴 ↔ 𝐵) ∧ (𝐵 ↔ 𝐶) ⇒ (𝐴 ↔ 𝐶)
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构造性二难 (Constructive dilemma)
(𝐴 → 𝐵) ∧ (𝐶 → 𝐷) ∧ (𝐴 ∧ 𝐶) ⇒ 𝐵 ∧ 𝐷
(𝐴 → 𝐵) ∧ (𝐶 → 𝐷) ∧ (𝐴 ∨ 𝐶) ⇒ 𝐵 ∨ 𝐷

二难推论 (Disjunction elimination)
(𝐴 → 𝐵) ∧ (𝐶 → 𝐵) ∧ (𝐴 ∧ 𝐶) ⇒ 𝐵
(𝐴 → 𝐵) ∧ (𝐶 → 𝐵) ∧ (𝐴 ∨ 𝐶) ⇒ 𝐵

以上9组基本蕴含式共包括13个重要的蕴
含式,由于𝐴, 𝐵, 𝐶和𝐷可以代表任意命题公
式,因此称这些蕴含式为永真蕴含式模式.
每个基本蕴含式都可衍生出无穷多个同
类型的蕴含式.
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例,在假言推理𝐴 ∧ (𝐴 → 𝐵) ⇒ 𝐵中: 当取
𝐴 = 𝑝, 𝐵 = 𝑞时,得蕴涵式

𝑝 ∧ (𝑝 → 𝑞) ⇒ 𝑞.

当取𝐴 = 𝑝 → 𝑞,𝐵 = 𝑟时,得蕴含式
(𝑝 → 𝑞) ∧ ((𝑝 → 𝑞) → 𝑟) ⇒ 𝑟.

例:使用真值表法证明:
(𝐴 → 𝐵) ∧ (𝐶 → 𝐵) ∧ (𝐴 ∨ 𝐶) ⇒ 𝐵

证明:欲证明(𝐴 → 𝐵) ∧ (𝐶 → 𝐵) ∧ (𝐴 ∨
𝐶) ⇒ 𝐵,
即要证明((𝐴 → 𝐵) ∧ (𝐶 → 𝐵) ∧ (𝐴 ∨
𝐶)) → 𝐵为永真式.

𝑝 𝑞 ¬𝑝 𝑝 ∨ 𝑞 ¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑞
0 0 0 0 0 1
0 1 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1
1 1 1 1 0 1



2021/9/24

55

例:采用公式推演法证明:
¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞) ⇒ ¬𝑝

证明:(证法一)
¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞)

⇔ ¬𝑞 ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞)
⇔ (¬𝑞 ∧ ¬𝑝) ∨ (¬𝑞 ∧ 𝑞)

⇔ (¬𝑞 ∧ ¬𝑝) ∨ 𝐹
⇔ ¬𝑞 ∧ ¬𝑝

⇒ ¬𝑝

因此:
¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞) ⇒ ¬𝑝

(证法二)对¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞) ⇒ ¬𝑝,
仅需证明(¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞)) → ¬𝑝为永真蕴
含式.

(¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞)) → ¬𝑝
⇔ (¬𝑞 ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞)) → ¬𝑝

⇔ ((¬𝑞 ∧ ¬𝑝) ∨ (¬𝑞 ∧ 𝑞)) → ¬𝑝
⇔ ((¬𝑞 ∧ ¬𝑝) ∨ 𝐹) → ¬𝑝

⇔ (¬𝑞 ∧ ¬𝑝) → ¬𝑝
⇔ ¬(¬𝑞 ∧ ¬𝑝) ∨ ¬𝑝
⇔ (𝑞 ∨ 𝑝) ∨ ¬𝑝 → 𝑇

故： (¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞)) → ¬𝑝永真,
因此: ¬𝑞 ∧ (𝑝 → 𝑞) → ¬𝑝
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求证:¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ⇒ 𝑞

证明:
¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞)

⇔ (¬𝑝 ∧ 𝑝) ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑞)
⇔ 𝐹 ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑞)

⇔ ¬𝑝 ∧ 𝑞
⇒ 𝑞

因此¬𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ⇒ 𝑞

求证:𝑝 ∧ 𝑞 ⇒ 𝑝 → 𝑞

证明:
𝑝 ∧ 𝑞
⇒ 𝑞

⇒ ¬𝑝 ∨ 𝑞
⇔ 𝑝 → 𝑞

因此𝑝 ∧ 𝑞 ⇒ 𝑝 → 𝑞
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定理:设𝐴和𝐵为命题公式,𝐴 ⇔ 𝐵的充分必
要条件是𝐴 ⇒ 𝐵且𝐵 ⇒ 𝐴.

证明:(必要性)设𝐴 ⇔ 𝐵,那么𝐴 ↔ 𝐵为永真
式. 由于𝐴 ↔ 𝐵 ⇔ (𝐴 → 𝐵) ∧ (𝐵 → 𝐴), 故
𝐴 → 𝐵永真且𝐵 → 𝐴永真, 即𝐴 ⇒ 𝐵且𝐵 ⇒
𝐴.
(充分性)设𝐴 ⇒ 𝐵且𝐵 ⇒ 𝐴,则𝐴 → 𝐵永真
且𝐵 → 𝐴永真, 由于𝐴 ↔ 𝐵 ⇔ (𝐴 → 𝐵) ∧
(𝐵 → 𝐴),故𝐴 ↔ 𝐵为永真式,即𝐴 ⇔ 𝐵.

蕴含式有以下性质:
(1)设𝐴, 𝐵为任意两个命题公式,若𝐴 ⇒ 𝐵且𝐴
为永真式,则𝐵必为永真式.

(2)自反性.对任意命题公式𝐴,有𝐴 ⇒ 𝐴.
(3)传递性.对任意命题公式𝐴, 𝐵和𝐶,若𝐴 ⇒
𝐵,𝐵 ⇒ 𝐶,则𝐴 ⇒ 𝐶.

(4)对任意命题公式𝐴, 𝐵和𝐶,若𝐴 ⇒ 𝐵, 𝐴 ⇒ 𝐶,
则𝐴 ⇒ (𝐵 ∧ 𝐶).

(5)对任意命题公式𝐴, 𝐵和𝐶,若𝐴 ⇒ 𝐶, 𝐵 ⇒ 𝐶,
则(𝐴 ∨ 𝐵) ⇒ 𝐶.
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联结词的完备集

虽然联结词¬,∧,∨,→和↔可以表示命题之
间的任何关系,可以等值表示任何命题公
式,但还不能广泛地做到简洁而直接.
为此再定义4个联结词以作补充.
1.异或联结词

定义:设𝑝和𝑞为命题,复合命题“𝑝或𝑞有且
仅有一个成立”称为𝑝和𝑞的异或式复合命
题,记作𝑝 ⊕ 𝑞 (或↮),符号⊕称为异或联结
词(不可兼析取联结词).

复合命题𝑝 ⊕ 𝑞的真值由下表给出.𝑝 ⊕ 𝑞
真值为真当且仅当𝑝, 𝑞有且仅有一个为真.

𝑝 𝑞 𝑝 ⊕ 𝑞
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

由异或联结词的定义可知
𝑝⊕ 𝑞 ⇔ ¬(𝑝 ↔ 𝑞).
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例:
(1)他明天或者后天去百货商店.
(2)他如今不是在上海就是在杭州.

解:
(1)设𝑝:他明天去百货商店, 𝑞:他后天去百货商
店, 可符号化为𝑝 ⊕ 𝑞.

(2)设𝑝:他如今在上海 𝑞:他如今在杭州, 可符
号化为𝑝 ⊕ 𝑞.

异或联结词有如下性质:
(1)𝑝 ⊕ 𝑞 ⇔ 𝑞⊕ 𝑝

(2)(𝑝⊕ 𝑞)⊕ 𝑟 ⇔ 𝑝⊕ (𝑞 ⊕ 𝑟)

(3)𝑝 ∧ (𝑞 ⊕ 𝑟) ⇔ (𝑝 ∧ 𝑞) ⊕ (𝑝 ∧ 𝑟)

(4)𝑝 ⊕ 𝑞 ⇔ (𝑝 ∧ ¬𝑞) ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑞)

(5)(𝑝⊕ 𝑞) ⇔ ¬(𝑝 ↔ 𝑞)
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2.条件非联结词

定义:设𝑝和𝑞为命题,复合命题“如果𝑝则𝑞
的否定”称为𝑝和𝑞的条件非式复合命题,记
作𝑝 ↛ 𝑞,符号↛称为条件非联结词.

复合命题𝑝 ↛ 𝑞的真值由下表给出.𝑝 ↛ 𝑞
真值为真当且仅当时𝑝为真,𝑞为假.

𝑝 𝑞 𝑝 ↛ 𝑞
0 0 0
0 1 0
1 0 1
1 1 0

由条件非联结词的定义可知:
𝑝 ↛ 𝑞 ⇔ ¬(𝑝 → 𝑞).
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3.与非联结词

定义:设𝑝和𝑞为命题,复合命题“𝑝与𝑞的否
定”称为𝑝和𝑞的与非式复合命题,记作𝑝 ↑
𝑞,符号↑称为与非联结词.

复合命题𝑝 ↑ 𝑞的真值由下表给出.𝑝 ↑ 𝑞的
真值为真当且仅当𝑝, 𝑞不同时为真.

𝑝 𝑞 𝑝 ↑ 𝑞
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

由与非联结词的定义可知:
𝑝 ↑ 𝑞 ⇔ ¬(𝑝 ∧ 𝑞).
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与非联结词有如下性质:
(1)𝑝 ↑ 𝑝 ⇔ ¬(𝑝 ∧ 𝑝) ⇔ ¬𝑝

(2)𝑝 ↑ 𝑞 ⇔ 𝑞 ↑ 𝑝

(3)(𝑝 ↑ 𝑞) ↑ (𝑝 ↑ 𝑞) ⇔ ¬(𝑝 ↑ 𝑞) ⇔ 𝑝 ∧ 𝑞

(4)(𝑝 ↑ 𝑝) ↑ (𝑞 ↑ 𝑞) ⇔ ¬𝑝 ↑ ¬𝑞 ⇔ 𝑝 ∨ 𝑞

4.或非联结词

定义:设𝑝和𝑞为命题,复合命题“𝑝或𝑞的否
定”称为𝑝和𝑞的或非式复合命题,记作𝑝 ↓
𝑞,符号↓称为或非联结词.
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复合命题𝑝 ↓ 𝑞的真值由下表给出.复合命
题𝑝 ↓ 𝑞取值为真当且仅当𝑝, 𝑞同时为假.

𝑝 𝑞 𝑝 ↓ 𝑞
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0

由或非联结词的定义可知
𝑝 ↓ 𝑞 ⇔ ¬(𝑝 ∨ 𝑞).

或非联结词有如下性质:
(1)𝑝 ↓ 𝑝 ⇔ ¬(𝑝 ∨ 𝑝) ⇔ ¬𝑝

(2)𝑝 ↓ 𝑞 ⇔ 𝑞 ↓ 𝑝

(3)(𝑝 ↓ 𝑞) ↓ (𝑝 ↓ 𝑞) ⇔ ¬(𝑝 ↓ 𝑞) ⇔ 𝑝 ∨ 𝑞

(4)(𝑝 ↓ 𝑝) ↓ (𝑞 ↓ 𝑞) ⇔ ¬𝑝 ↓ ¬𝑞 ⇔ 𝑝 ∧ 𝑞

至此,本章共介绍了九个联结词.
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联结词完备集(全功能联结词集)
定义:设有一个联结词集合𝑆,若由𝑆中联结
词构成的命题公式能表示任何命题公式,
则称𝑆是联结词完备集.
例{¬,∧,∨,→,↔,⊕,↑,↓,↛}是联结词完备集.
判断一个联结词集是否为联结词完备集,
就看该联结词集中的联结词能否取代一
个联结词完备集中的所有联结词.

例:证明{¬,∧,∨,→,↔}是联结词完备集.
证明:由于{¬,∧,∨,→,↔,⊕,↑,↓,↛}是联结词
完备集,而:

𝑝 ⊕ 𝑞 ⇔ ¬(𝑝 ↔ 𝑞)
𝑝 ↑ 𝑞 ⇔ ¬(𝑝 ∧ 𝑞)
𝑝 ↓ 𝑞 ⇔ ¬(𝑝 ∨ 𝑞)
𝑝 ↛ 𝑞 ⇔ ¬(𝑝 → 𝑞)

故⊕, ↑, ↓和这四个联结词完全可以由¬,∧
,∨,→和↔这五个联结词来取代.
可见{¬,∧,∨,→,↔}是联结词完备集.
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{¬,∧,∨},{¬,∧},{¬,∨}也是联结词完备集.
例:证明{¬,∧,∨}是联结词完备集.
证明:由于{¬,∧,∨,→,↔}是联结词完备集,
而:

𝑝 → 𝑞 ⇔ ¬𝑝 ∨ 𝑞
𝑝 ↔ 𝑞 ⇔ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞)

故→,↔这两个联结词可以由¬,∧和∨这三
个联结词来取代.
可见{¬,∧,∨}是联结词完备集.

定义:在联结词集中,如果一个联结词可以
由该集合中其他联结词定义,则此联结词
称为冗余联结词.
否则称为独立联结词.
例:联结词集{¬,∧,∨}中,{∨}是冗余联结词,
因为:

𝑝 ∨ 𝑞 ⇔ ¬(¬𝑝 ∧ ¬𝑞)

定义:设有一个联结词完备集𝑆,若𝑆中不含
冗余联结词,则称𝑆是极小联结词完备集.
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例:证明{¬,∨}是极小联结词完备集证明:
由于{¬,∧,∨}是联结词完备集,而:

𝑝 ∧ 𝑞 ⇔ ¬(¬𝑝 ∨ ¬𝑞)

所以,{¬,∨}是联结词完备集.
从命题定律可知包含二元联结词的命题
公式不能用仅包含一元联结词的命题公
式等值取代,∨是二元联结词,¬是一元联结
词,相互之间不能取代,所以{¬,∨}是极小全
功能联结词集.
{¬,∧},{¬,→},{↑}和{↓}也都是极小联结词完
备集.

例:证明{↑}是极小联结词完备集.
证明:由于{¬,∨}是极小联结词完备集,而:

¬𝑝 ⇔ ¬(𝑝 ∧ 𝑝) ⇔ (𝑝 ↑ 𝑝)
𝑝 ∨ 𝑞 ⇔ ¬(¬𝑝 ∧ ¬𝑞) ⇔ ¬𝑝 ↑ ¬𝑞 ⇔ (𝑝

↑ 𝑝) ↑ (𝑞 ↑ 𝑞)

所以,{↑}也是极小联结词完备集.
它仅含一个联结词,故是极小联结词完备
集.
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¬𝑝 ⇔ ¬(𝑝 ∧ 𝑝) ⇔ 𝑝 ↑ 𝑝
𝑝 ∧ 𝑞 ⇔ ¬(𝑝 ↑ 𝑞) ⇔ (𝑝 ↑ 𝑞) ↑ (𝑝 ↑ 𝑞)
𝑝 ∨ 𝑞 ⇔ ¬(¬𝑝 ∧ ¬𝑞) ⇔ (¬𝑝) ↑ (¬𝑞)

⇔ (𝑝 ↑ 𝑝) ↑ (𝑞 ↑ 𝑞)
𝑝 → 𝑞 ⇔ ((𝑝 ↑ 𝑝) ↑ (𝑝 ↑ 𝑝)) ↑ (𝑞 ↑ 𝑞)

𝑝 ↔ 𝑞 ⇔ ((((𝑝 ↑ 𝑝) ↑ (𝑝 ↑ 𝑝)) ↑ (𝑞 ↑ 𝑞))
↑ (((𝑞 ↑ 𝑞) ↑ (𝑞 ↑ 𝑞)) ↑ (𝑝 ↑ 𝑝))) ↑
((((𝑝 ↑ 𝑝) ↑ (𝑝 ↑ 𝑝)) ↑ (𝑞 ↑ 𝑞))
↑ (((𝑞 ↑ 𝑞) ↑ (𝑞 ↑ 𝑞)) ↑ (𝑝 ↑ 𝑝)))

例:将命题公式¬𝑝 ∨ (𝑞 → 𝑟)用仅含有联
结词¬和∧等价式表示.
解:

¬𝑝 ∨ (𝑞 → 𝑟) ⇔ ¬𝑝 ∨ (¬𝑞 ∨ 𝑟)
⇔ ¬𝑝 ∨ ¬(𝑞 ∧ ¬𝑟)
⇔ ¬(𝑝 ∧ (𝑞 ∧ ¬𝑟))
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对偶式

定义:在给定仅含有联结词¬,∧和∨的命题
公式𝐴中,将联结词∨换成∧,∧换成∨,特殊变
元𝑇换成𝐹,𝐹换成𝑇,由此得到命题公式𝐴∗,
称𝐴∗为𝐴的对偶式.
从定义不难看出,𝐴也是𝐴∗的对偶式,即对
偶式是相互的,又(𝐴∗)∗＝𝐴.

例:给出下列命题公式的对偶式:
(1)𝑝 ∧ 𝑞

(2)¬(𝑝 ∨ 𝑞) ∧ 𝑇

解:
(1)对偶式为𝑝 ∨ 𝑞.
(2)对偶式为¬(𝑝 ∧ 𝑞) ∨ 𝐹.
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注:如果命题公式A除了包含¬,∧,∨联结词
之外,还包含→,↔, ↑, ↓等联结词,则先将A转
化成只包含¬,∧,∨的命题公式,然后再求它
的对偶式𝐴∗.
例:如求命题公式𝐴 = 𝑟 → (𝑝 ∧ (𝑝 ↔ 𝑞))
的对偶式.
解:

𝐴 ⇔ 𝑟 → (𝑝 ∧ (𝑝 → 𝑞) ∧ (𝑞 → 𝑝))
⇔ 𝑟 → (𝑝 ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑞 ∨ 𝑝))
⇔ ¬𝑟 ∨ (𝑝 ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑞 ∨ 𝑝)

所以:𝐴∗ = ¬𝑟 ∧ (𝑝 ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (¬𝑞 ∧ 𝑝).

例:𝑝 ↑ 𝑞和𝑝 ↓ 𝑞的对偶式

解:𝑝 ↑ 𝑞 ⇔ ¬(𝑝 ∧ 𝑞)

而:¬(𝑝 ∧ 𝑞)的对偶式为¬(𝑝 ∨ 𝑞)

所以:𝑝 ↑ 𝑞的对偶式为¬(𝑝 ∨ 𝑞)

又:¬(𝑝 ∨ 𝑞) ⇔ 𝑝 ↓ 𝑞

故:𝑝 ↑ 𝑞的对偶式也就是𝑝 ↓ 𝑞

反之,𝑝 ↓ 𝑞的对偶式就是𝑝 ↑ 𝑞
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定理:设𝐴和𝐴∗是对偶式,𝑝ଵ, 𝑝ଶ,⋯ , 𝑝௡是出
现在𝐴和𝐴∗中的所有命题变元,则有:

(1)¬𝐴(𝑝ଵ, 𝑝ଶ,⋯ , 𝑝௡) ⇔
𝐴∗(¬𝑝ଵ,¬𝑝ଶ,⋯ ,¬𝑝௡)

(2)𝐴(¬𝑝ଵ,¬𝑝ଶ,⋯ ,¬𝑝௡) ⇔
¬𝐴∗(𝑝ଵ, 𝑝ଶ,⋯ , 𝑝௡)

例:设𝐴(𝑝, 𝑞, 𝑟) = ¬𝑝 ∨ (¬𝑞 ∧ 𝑟)

求证:
¬𝐴(𝑝, 𝑞, 𝑟) ⇔ 𝐴∗(¬𝑝,¬𝑞, ¬𝑟)
𝐴(¬𝑝,¬𝑞,¬𝑟) ⇔ ¬𝐴∗(𝑝, 𝑞, 𝑟)

证明:
𝐴∗(𝑝, 𝑞, 𝑟) = ¬𝑝 ∧ (¬𝑞 ∨ 𝑟)

𝐴∗(¬𝑝,¬𝑞,¬𝑟) = ¬¬𝑝 ∧ (¬¬𝑞 ∨ ¬𝑟)
⇔ 𝑝 ∧ (𝑞 ∨ ¬𝑟)
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¬𝐴(𝑝, 𝑞, 𝑟) = ¬(¬𝑝 ∨ (¬𝑞 ∧ 𝑟))
⇔ ¬¬𝑝 ∧ ¬(¬𝑞 ∧ 𝑟))
⇔ 𝑝 ∧ (𝑞 ∨ ¬𝑟))

所以:
¬𝐴(𝑝, 𝑞, 𝑟) ⇔ 𝐴∗(¬𝑝,¬𝑞, ¬𝑟)

𝐴(¬𝑝,¬𝑞, ¬𝑟) = ¬¬𝑝 ∨ (¬¬𝑞 ∧ ¬𝑟)
⇔ 𝑝 ∨ (𝑞 ∧ ¬𝑟)

¬𝐴∗(𝑝, 𝑞, 𝑟) = ¬(¬𝑝 ∧ (¬𝑞 ∨ 𝑟))
⇔ 𝑝 ∨ (𝑞 ∧ ¬𝑟)

所以:
𝐴(¬𝑝,¬𝑞,¬𝑟) ⇔ ¬𝐴∗(𝑝, 𝑞, 𝑟).

定理:(对偶原理, Duality Principle) 设
𝑝ଵ, 𝑝ଶ,⋯ , 𝑝௡是出现在命题公式𝐴和𝐵中的
所有命题变元,若𝐴 ⇔ 𝐵,则𝐴∗ ⇔ 𝐵∗.
由对偶原理可知:

(1)若𝐴为永真式,则𝐴∗必为永假式;
(2)对命题公式𝐴和𝐵,若𝐴 ⇒ 𝐵,则𝐵∗ ⇒ 𝐴∗;
(3)已知𝐴 ⇔ 𝐵,且𝐵是比𝐴简单的命题公式,则
由对偶原理可直接求出较简单的𝐵∗,且𝐵∗与
𝐴∗等值.
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例:设𝐴 = 𝑝 ∨ (¬𝑝 ∨ (𝑞 ∧ ¬𝑞))

则:𝐴∗ = 𝑝 ∧ (¬𝑝 ∧ (𝑞 ∨ ¬𝑞))

因为:𝐴 ⇔ 𝑝 ∨ (¬𝑝 ∨ 𝐹) ⇔ 𝑝 ∨ ¬𝑝 ⇔ 𝑇

所以:𝐴∗ ⇔ 𝐹

(实际上𝐴∗ = 𝑝 ∧ (¬𝑝 ∧ 𝑇) ⇔ 𝑝 ∧ ¬𝑝 ⇔
𝐹)

例:设𝐴 = 𝑝 ∧ 𝑞, 𝐵 = 𝑝

则𝐴∗ = 𝑝 ∨ 𝑞, 𝐵∗ = 𝑝

因为
𝑝 ∧ 𝑞 ⇒ 𝑝, (𝐴 ⇒ 𝐵),
𝑝 ⇒ 𝑝 ∨ 𝑞(𝐵∗ ⇒ 𝐴∗),

可见:
𝐴 ⇒ 𝐵, 𝐵∗ ⇒ 𝐴∗
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例:试证明:
(1)(𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ⇔ ¬𝑝 ∨ 𝑞

(2)(𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑝 ∧ 𝑞) ⇔ ¬𝑝 ∧ 𝑞

证明:
(𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (¬𝑝 ∨ 𝑞)

⇔ (𝑝 ∨ (¬𝑝 ∨ 𝑞)) ∧ (𝑞 ∨ (¬𝑝 ∨ 𝑞))
⇔ (𝑝 ∨ ¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑞 ∨ ¬𝑝 ∨ 𝑞)

⇔ 𝑇 ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞)
⇔ ¬𝑝 ∨ 𝑞

(𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (¬𝑝 ∨ 𝑞)的对偶式为(𝑝 ∨ 𝑞) ∧
(¬𝑝 ∧ 𝑞),
¬𝑝 ∨ 𝑞的对偶式为¬𝑝 ∧ 𝑞.

由(1)式:
(𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ⇔ ¬𝑝 ∨ 𝑞

可得
(𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑝 ∧ 𝑞) ⇔ ¬𝑝 ∧ 𝑞.
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范式

定义:由有限个命题变元或命题变元否定
所组成的合取式称为简单合取式(基本积),
每个命题变元或命题变元否定称为合取
项.
例:𝑝,¬𝑝,𝑞,¬𝑞,𝑝 ∧ 𝑞,𝑝 ∧ ¬𝑞,¬𝑝 ∧ 𝑞,¬𝑝 ∧
¬𝑞,𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑟,𝑝 ∧ 𝑞 ∧ ¬𝑟等都是基本积.

定义:由有限个命题变元或命题变元否定
所组成的析取式称为简单析取式(基本和),
每个命题变元或命题变元否定称为析取
项.
例:𝑝,¬𝑝,𝑞,¬𝑞,𝑝 ∨ 𝑞,𝑝 ∨ ¬𝑞,¬𝑝 ∨ 𝑞,¬𝑝 ∨
¬𝑞,𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟,𝑝 ∨ 𝑞 ∨ ¬𝑟等都是基本和.
注意:一个命题变元或命题变元的否定即
可看做是基本积也可以看做基本和.
例:𝑝, ¬𝑝,𝑞,¬𝑞是基本积也是基本和.
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定理:一个基本积为永假式的充分必要条
件是它同时包含某个命题变元及其否定.
例,基本积𝑝 ∧ 𝑞 ∧ ¬𝑞是永假式,因为它同
时包含命题变元𝑞及其否定¬𝑞.
定理:一个基本和为永真式的充分必要条
件是它同时包含某个命题变元及其否定.
而基本和𝑝 ∨ 𝑞 ∨ ¬𝑝为永真式,因为它同时
包含命题变元𝑝及其否定¬𝑝.

定义:一个由基本积的析取组成的命题公
式,称为析取范式,即该命题公式具有形式:

𝐴ଵ ∨ 𝐴ଶ ∨ ⋯∨ 𝐴௡
其中𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡都是基本积.
例,命题公式¬𝑝 ∨ (𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ 𝑟)
是析取范式.
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定义:一个由基本和的合取组成的命题公
式,称为合取范式,即该命题公式具有形式:

𝐵ଵ ∧ 𝐵ଶ ∧ ⋯∧ 𝐵௡
其中𝐵ଵ, 𝐵ଶ,⋯ , 𝐵௡都是基本和.
例,命题公式𝑞 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑞 ∨ 𝑟)是合取
范式.
任何析取范式的对偶式为合取范式;任何
合取范式的对偶式为析取范式.

定理:(范式存在定理)任一命题公式都存在
与其等值的析取范式和合取范式.
对于一个命题公式,求其析取范式和合取
范式的步骤如下:

(1)消去{¬,∧,∨}以外的逻辑联结词;
(2)利用德⋅摩根律将否定联结词¬内移到命题
变元之前,消去双重否定;

(3)利用分配律化成析取范式或合取范式.

注:任何命题公式的析取范式和合取范式
都不一定是唯一的.
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例:求下面命题公式的合取范式和析取范
式:

((𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑟) → 𝑝

解:(1)求合取范式:
((𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑟) → 𝑝

⇔ (¬(𝑝 ∨ 𝑞) ∨ 𝑟) → 𝑝
⇔ ¬(¬(𝑝 ∨ 𝑞) ∨ 𝑟) ∨ 𝑝
⇔ ((𝑝 ∨ 𝑞) ∧ ¬𝑟) ∨ 𝑝

⇔ (𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑝) ∧ (¬𝑟 ∨ 𝑝)
⇔ (𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑟 ∨ 𝑝)

求析取范式
((𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑟) → 𝑝

⇔ ¬(¬(𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑟) → 𝑝
⇔ ((𝑝 ∨ 𝑞) ∧ ¬𝑟) ∨ 𝑝

⇔ (𝑝 ∧ ¬𝑟) ∨ (𝑞 ∧ ¬𝑟) ∨ 𝑝
⇔ 𝑝 ∨ (𝑞 ∧ ¬𝑟)
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也可以通过命题公式的合取范式来求析
取范式,或通过命题公式的析取范式来求
和取范式.

((𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑟) → 𝑝
⇔ (𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑟 ∨ 𝑝)

⇔ (𝑝 ∧ ¬𝑟) ∨ (𝑝 ∧ 𝑝) ∨ (𝑞 ∧ ¬𝑟) ∨ (𝑞 ∧ 𝑝)
⇔ (𝑝 ∧ ¬𝑟) ∨ 𝑝 ∨ (𝑞 ∧ ¬𝑟) ∨ (𝑞 ∧ 𝑝)

⇔ 𝑝 ∨ (𝑞 ∧ ¬𝑟) ∨ (𝑞 ∧ 𝑝)
⇔ 𝑝 ∨ (𝑞 ∧ ¬𝑟)

利用析取范式和合取范式可对命题公式
的类型进行判定.

(1)一个析取范式是永假式,当且仅当它的每个
基本积都是永假式;(𝐴ଵ ∨ 𝐴ଶ ∨ ⋯∨ 𝐴௡,𝐴௜永
假式)

(2)一个合取范式是永真式,当且仅当它的每个
基本和都是永真式;(𝐵ଵ ∧ 𝐵ଶ ∧ ⋯∧ 𝐵௡,𝐵௜永
真式)

(3)一个命题公式为永假式当且仅当它的析取
范式中每一个基本积都至少含有一个命题
变元及其否定;

(4)一个命题公式为永真式当且仅当它的合取
范式中每一个基本和都至少含有一个命题
变元及其否定.



2021/9/24

79

例:通过求范式判断下列命题公式的类型.
𝑝 ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ ¬𝑞)

解:
𝑝 ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ ¬𝑞)

⇔ ((𝑝 ∧ ¬𝑝) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞)) ∧ (¬𝑝 ∨ ¬𝑞)
⇔ (𝐹 ∨ (𝑝 ∧ 𝑞)) ∧ (¬𝑝 ∨ ¬𝑞)

⇔ (𝑝 ∧ 𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ ¬𝑞)
⇔ (𝑝 ∧ 𝑞 ∧ ¬𝑝) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞 ∧ ¬𝑞)

由于第一个基本积中同时包含有𝑝和¬𝑝,
第二个基本积中同时包含有𝑞和¬𝑞.
因此该命题公式为永假式.

𝑝 → (𝑞 → (𝑝 ∧ 𝑞))

解:
𝑝 → (𝑞 → (𝑝 ∧ 𝑞))

⇔ ¬𝑝 ∨ (¬𝑞 ∨ (𝑝 ∧ 𝑞))
⇔ ¬𝑝 ∨ ((¬𝑞 ∨ 𝑝) ∧ (¬𝑞 ∨ 𝑞))

⇔ (¬𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ 𝑝) ∧ (¬𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ 𝑞)

由于第一个基本和中同时包含有𝑝和¬𝑝,
第二个基本和中同时包含有𝑞和¬q.
因此,命题公式为永真式.
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(𝑝 ∨ 𝑞) → (𝑝 ∧ 𝑞)

解:
(𝑝 ∨ 𝑞) → (𝑝 ∧ 𝑞)

⇔ ¬(𝑝 ∨ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞)
⇔ (¬𝑝 ∧ ¬𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞)
⇔ (𝑝 ∨ ¬𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞)

由该命题公式的析取范式和合取范式可
知,它既不是永真式,也不是永假式,而是可
满足式.

例:判断下式是否是永真式:
𝑞 ∨ (𝑝 ∧ ¬𝑞) ∨ (¬𝑝 ∧ ¬𝑞)

解:显然要化成合取范式来判断是否是永
真式:

𝑞 ∨ (𝑝 ∧ ¬𝑞) ∨ (¬𝑝 ∧ ¬𝑞)
⇔ ((𝑞 ∨ 𝑝) ∧ (𝑞 ∨ ¬𝑞)) ∨ (¬𝑝 ∧ ¬𝑞)

⇔ ((𝑞 ∨ 𝑝) ∧ 𝑇) ∨ (¬𝑝 ∧ ¬𝑞)
⇔ (𝑞 ∨ 𝑝) ∨ (¬𝑝 ∧ ¬𝑞)

⇔ (𝑞 ∨ 𝑝 ∨ ¬𝑝) ∧ (𝑞 ∨ 𝑝 ∨ ¬𝑞)

因此,该命题公式为永真式.
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主析取范式与主合取范式

定义:在含有𝑛个命题变元的基本积中,如
果每个变元与它的否定不同时存在,但二
者之一必出现且仅出现一次,则这样的基
本积称为极小项.

例,二个命题变元构成的极小项有:
𝑝 ∧ 𝑞, 𝑝 ∧ ¬𝑞, ¬𝑝 ∧ 𝑞,¬𝑝 ∧ ¬𝑞

三个命题变元构成的极小项有:
𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑟, 𝑝 ∧ 𝑞 ∧ ¬𝑟, 𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ 𝑟,

𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ ¬𝑟,¬𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑟,¬𝑝 ∧ 𝑞 ∧ ¬𝑟,
¬𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ 𝑟,¬𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ ¬𝑟

一般情况下,𝑛个命题变元共有2௡个不同
的极小项,分别记为𝑚଴,𝑚ଵ,⋯ ,𝑚ଶ೙ିଵ,𝑚௜
表示第𝑖个极小项.
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定义:在含有𝑛个命题变元的基本和中,如
果每个变元与它的否定不同时存在,但二
者之一必出现且仅出现一次,则这样的基
本和称为极大项.

例,二个命题变元构成的极大项有:
𝑝 ∨ 𝑞, 𝑝 ∨ ¬𝑞, ¬𝑝 ∨ 𝑞,¬𝑝 ∨ ¬𝑞

三个命题变元构成的极大项有:
𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟, 𝑝 ∨ 𝑞 ∨ ¬𝑟, 𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ 𝑟,

𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ ¬𝑟,¬𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟,¬𝑝 ∨ 𝑞 ∨ ¬𝑟,
¬𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ 𝑟,¬𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ ¬𝑟

一般情况下,𝑛个命题变元共有2௡个不同
的极大项,分别记为𝑀଴,𝑀ଵ,⋯ ,𝑀ଶ೙ିଵ,𝑀௜
表示第𝑖个极大项.
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定义:对于给定的含𝑛个命题变元的命题公
式,若其析取范式的基本积均是这𝑛个命题
变元的极小项,则称该析取范式为命题公
式的主析取范式.
基本形式:

𝐴ଵ ∨ 𝐴ଶ ∨ ⋯∨ 𝐴௡

定义:对于给定的含𝑛个命题变元的命题公
式,若其合取范式的基本和均是均是这𝑛个
命题变元的极大项,则称该合取范式为命
题公式的主合取范式.
基本形式:

𝐵ଵ ∧ 𝐵ଶ ∧ ⋯∧ 𝐵௡
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定理:(主析取范式存在唯一性)任一个不为
永假式的命题公式都存在与其等价的主
析取范式,且唯一.
定理:(主合取范式存在唯一性)任一个不为
永真式的命题公式都存在与其等价的主
合取范式,且唯一.

求主范式可采用两种方法:
(1)真值表法

(2)公式推演法(等值演算法)

一个命题公式的主范式可通过构造其真
值表的办法予以写出.
在真值表中,命题公式真值为𝑇的解释所对
应真值为𝑇的极小项的析取,即为该命题公
式的主析取范式.
在真值表法,命题公式真值为𝐹的解释所对
应真值为𝐹的极大项合取,即为该命题公式
的主合取范式.
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例:求𝑝 → 𝑞的主析取范式.
解:𝑝 → 𝑞的主析取范式就是𝑝 ∧ 𝑞,𝑝 ∧
¬𝑞,¬𝑝 ∧ 𝑞,¬𝑝 ∧ ¬𝑞这四个极小项中的若
干个的析取.
命题公式及两个命题变元极小项的真值
表如下:

𝑝 𝑞 𝑝 → 𝑞 ¬𝑝 ∧ ¬𝑞 ¬𝑝 ∧ 𝑞 𝑝 ∧ ¬𝑞 𝑝 ∧ 𝑞
0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
1 0 0 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 1
因此,𝑝 → 𝑞的主析取范式:
𝑝 → 𝑞 ↔ (¬𝑝 ∧ ¬𝑞) ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞)
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验证𝑝 → 𝑞和(¬𝑝 ∧ ¬𝑞) ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧
𝑞)是否等价?

𝑝 𝑞 𝑝 → 𝑞 (¬𝑝 ∧ ¬𝑞) ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞)
0 0 1 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 1 1 1

可见,两命题公式真值表相同,故:
𝑝 → 𝑞 ⇔ (¬𝑝 ∧ ¬𝑞) ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞)

例:求¬𝑝 ∧ ¬𝑞的主合取范式.
解:¬𝑝 ∧ ¬𝑞的主合取范式就是𝑝 ∨ 𝑞, 𝑝 ∨
¬𝑞,¬𝑝 ∨ 𝑞,¬𝑝 ∨ ¬𝑞这四个极大项中的若
干个的合取.
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𝑝 𝑞 ¬𝑝 ∧ ¬𝑞 𝑝 ∨ 𝑞 𝑝 ∨ ¬𝑞 ¬𝑝 ∨ 𝑞 ¬𝑝 ∨ ¬𝑞
0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 0 1 1
1 0 0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1 0

因此,¬𝑝 ∧ ¬𝑞的主合取范式:
¬𝑝 ∧ ¬𝑞

⇔ (𝑝 ∨ ¬𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ ¬𝑞)

验证¬𝑝 ∧ ¬𝑞和(𝑝 ∨ ¬𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧
(¬𝑝 ∨ ¬𝑞)是否等价?

𝑝 𝑞 ¬𝑝 ∧ ¬𝑞 (𝑝 ∨ ¬𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ ¬𝑞)
0 0 1 1
0 1 0 0
1 0 0 0
1 1 0 0

可见,两命题公式的真值表相同,故:
¬𝑝 ∧ ¬𝑞

⇔ (𝑝 ∨ ¬𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ ¬𝑞)
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例:求𝑝 → ¬𝑞的主范式(主析取范式和主合
取范式)
解:𝑝 → ¬𝑞的主析取范式:

𝑝 𝑞 𝑝 → ¬𝑞 ¬𝑝 ∧ ¬𝑞 ¬𝑝 ∧ 𝑞 𝑝 ∧ ¬𝑞 𝑝 ∧ 𝑞
0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 0 1

因此,𝑝 → ¬𝑞的主析取范式: 𝑝 → ¬𝑞 ⇔
(¬𝑝 ∧ ¬𝑞) ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ ¬𝑞)

𝑝 → ¬𝑞的主合取范式:

𝑝 𝑞 𝑝 → ¬𝑞 𝑝 ∨ 𝑞 𝑝 ∨ ¬𝑞 ¬𝑝 ∨ 𝑞 ¬𝑝 ∨ ¬𝑞
0 0 1 0 1 1 1
0 1 1 1 0 1 1
1 0 1 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1 0

因此,𝑝 → ¬𝑞的主合取范式:
𝑝 → ¬𝑞 ⇔ (¬𝑝 ∨ ¬𝑞)
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可以利用公式推演法(等值演算法)构造主
析取范式,其步骤如下:

(1)将命题公式化为析取范式.
(2)除去析取范式中所有永假的基本积.
(3)利用等幂律将重复出现的基本积和基本积
中重复出现的变元合并.

(4)利用同一律在基本积中补入未出现的命题
变元(如𝑝 ∨ ¬𝑝),然后用分配律展开.

(5)再次利用等幂律将重复出现的极小项合并.

例:求¬𝑝 ∨ ¬𝑞的主析取范式.
解:

¬𝑝 ∨ ¬𝑞
⇔ (¬𝑝 ∧ (𝑞 ∨ ¬𝑞)) ∨ ((𝑝 ∨ ¬𝑝) ∧ ¬𝑞)
⇔ (¬𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (¬𝑝 ∧ ¬𝑞) ∨ (𝑝 ∧ ¬𝑞)

∨ (¬𝑝 ∧ ¬𝑞)
⇔ (¬𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (¬𝑝 ∧ ¬𝑞) ∨ (𝑝 ∧ ¬𝑞)



2021/9/24

90

例:求𝑝 → ((𝑝 → 𝑞) ∧ ¬(¬𝑞 ∨ ¬𝑝))的主析
取范式.
解:

𝑝 → ((𝑝 → 𝑞) ∧ ¬(¬𝑞 ∨ ¬𝑝))
⇔ ¬𝑝 ∨ ((¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑞 ∧ 𝑝))

⇔ ¬𝑝 ∨ ((¬𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑝) ∨ (𝑞 ∧ 𝑞 ∧ 𝑝))
⇔ ¬𝑝 ∨ 𝐹 ∨ (𝑞 ∧ 𝑝)
⇔ ¬𝑝 ∨ (𝑞 ∧ 𝑝)

⇔ (¬𝑝 ∧ (𝑞 ∨ ¬𝑞)) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞)
⇔ (¬𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (¬𝑝 ∧ ¬𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞)

可以利用公式推演法构造主合取范式.
(1)将命题公式化为合取范式.
(2)除去合取范式中所有永真的基本和.
(3)利用等幂律将重复出现的基本和与基
本和中重复出现的变元合并.
(4)利用同一律在基本和中补入未出现的
命题变元(如𝑝 ∧ ¬𝑝),然后用分配律展开.
(5)再次利用等幂律将重复出现的极大项
合并.
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例:求¬𝑝 ∧ ¬𝑞的主合取范式.
解:

¬𝑝 ∧ ¬𝑞
⇔ (¬𝑝 ∨ (𝑞 ∧ ¬𝑞)) ∧ ((𝑝 ∧ ¬𝑝) ∨ ¬𝑞)
⇔ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ ¬𝑞) ∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞)

∧ (¬𝑝 ∨ ¬𝑞)
⇔ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ ¬𝑞) ∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞)

例:求𝑝 → ((𝑝 → 𝑞) ∧ ¬(¬𝑞 ∨ ¬𝑝))的主合
取范式.
解:

𝑝 → ((𝑝 → 𝑞) ∧ ¬(¬𝑞 ∨ ¬𝑝))
⇔ ¬𝑝 ∨ ((¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑞 ∧ 𝑝))

⇔ ¬𝑝 ∨ ((¬𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑝) ∨ (𝑞 ∧ 𝑞 ∧ 𝑝))
⇔ ¬𝑝 ∨ 𝐹 ∨ (𝑞 ∧ 𝑝)
⇔ ¬𝑝 ∨ (𝑞 ∧ 𝑝)

⇔ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑝)
⇔ ¬𝑝 ∨ 𝑞
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例:求(𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑟)的主范式.
解:

(𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑟)
⇔ 𝑝 ∧ (𝑞 ∨ 𝑟)

⇔ (𝑝 ∨ (𝑞 ∧ ¬𝑞) ∨ (𝑟 ∧ ¬𝑟)) ∧ ((𝑝 ∧ ¬𝑝)
∨ 𝑞 ∨ 𝑟)

⇔ (𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟) ∧ (𝑝 ∨ 𝑞 ∨ ¬𝑟)
∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ 𝑟) ∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ ¬𝑟) ∧

(𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟) ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟)

⇔ (𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟)
∧ (𝑝 ∨ 𝑞 ∨ ¬𝑟) ∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ 𝑟) ∧
(𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ ¬𝑟) ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟)
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解:(𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑟)
⇔ (𝑝 ∧ 𝑞 ∧ (𝑟 ∨ ¬𝑟)) ∨ (𝑝 ∧ (𝑞 ∨ ¬𝑞) ∧ 𝑟)
⇔ (𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑟) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞 ∧ ¬𝑟) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑟)

∨ (𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ 𝑟)
⇔ (𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑟) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞 ∧ ¬𝑟) ∨ (𝑝 ∧ ¬𝑞

∧ 𝑟)

刚求得主合取范式:
(𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟) ∧ (𝑝 ∨ 𝑞 ∨ ¬𝑟) ∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ 𝑟)

∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ ¬𝑟) ∧∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟)

主析取范式与主合取范式项数相加是:
8 = 2ଷ,即2变元数.

真值表法求主范式的简化

一般情况下,𝑛个命题变元共有2௡个不同
的极小项,分别记为𝑚଴,𝑚ଵ,⋯ ,𝑚ଶ೙ିଵ,𝑚௜
表示第𝑖个极小项.
极小项下标的表示: n个命题变元构成的
2௡个极小项,其第𝑖个极小项𝑚௜的下标𝑖使
用𝑛位二进制编码表示: 与命题变元或命
题变元否定的出现顺序对应.
当某一位为命题变元时,该位对应的二进
制编码为1;当某一位为命题变元否定时,
该位对应的二进制编码为0.
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2个命题变元的4个不同的极小项真值表

𝑝 𝑞 ¬𝑝 ∧ ¬𝑞 ¬𝑝 ∧ 𝑞 𝑝 ∧ ¬𝑞 𝑝 ∧ 𝑞

𝑚଴(𝑚଴଴) 𝑚ଵ(𝑚଴ଵ) 𝑚ଶ(𝑚ଵ଴) 𝑚ଷ(𝑚ଵଵ)
0 0 1 0 0 0 𝑚଴

0 1 0 1 0 0 𝑚ଵ

1 0 0 0 1 0 𝑚ଶ

1 1 0 0 0 1 𝑚ଷ

极小项的十进制下标编码和二进制下标
编码.

极小项的性质:
(1)每个极小项当其解释与编码相同时,其真值
为𝑇;而解释与编码不同时其真值为𝐹,即在
其余2௡ − 1个解释下其真值均为𝐹.

(2)任意两个不同极小项的合取式为永假式,即
𝑚௜ ∧ 𝑚௝ ⇔ 𝐹(𝑖 ≠ 𝑗).

(3)所有极小项的析取式为永真式,即𝑚଴ ∨
𝑚ଵ ∨ ⋯∨𝑚ଶ೙ିଵ ⇔ 𝑇.
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一般情况下,𝑛个命题变元共有2௡个不同
的极大项,分别记为𝑀଴,𝑀ଵ,⋯ ,𝑀ଶ೙ିଵ,𝑀௜
表示第𝑖个极大项.
极大项下标的表示: 𝑛个命题变元构成的
2௡个不同的极大项,其第𝑖个极大项𝑀௜的下
标i可以使用𝑛位二进制编码表示: 与命题
变元或命题变元否定的出现顺序对应.
当极大项的某一位为命题变元时,该位对
应的二进制为0;当极大项的某一位为命题
变元否定时,该位对应的二进制为1.

2个命题变元的4个不同的极大项真值表

𝑝 𝑞 ¬𝑝 ∨ ¬𝑞 ¬𝑝 ∨ 𝑞 𝑝 ∨ ¬𝑞 𝑝 ∨ 𝑞

𝑀ଷ(𝑀ଵଵ) 𝑀ଶ(𝑀ଵ଴) 𝑀ଵ(𝑀଴ଵ) 𝑀଴(𝑀଴଴)
0 0 0 1 1 1 𝑀ଷ

0 1 1 0 1 1 𝑀ଶ

1 0 1 1 0 1 𝑀ଵ

1 1 1 1 1 0 𝑀଴
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极大项的性质:
(1)每个极大项当其解释与编码相同时,其真值
为𝐹;而解释与编码不同时其真值为𝑇,即在
其余2௡ − 1个解释下其真值均为𝑇.

(2)任意两个不同极大项的的析取式为永真式,
即𝑀௜ ∨ 𝑀௝ ⇔ 𝑇(𝑖 ≠ 𝑗)

(3)所有极大项的合取式为永假式,即𝑀଴ ∧
𝑀ଵ ∧ ⋯∧ 𝑀ଶ೙ିଵ ⇔ 𝐹.

例:求如下命题公式的主析取和主合取范
式:

𝑞 ∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞)

解:主析取式构造: 
𝑝 𝑞 𝑞 ∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞)
0 0 0 𝑚଴

0 1 0 𝑚ଵ

1 0 0 𝑚ଶ

1 1 1 𝑚ଷ

故:𝑞 ∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞)的主析取式为:
𝑞 ∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞) ⇔ 𝑚ଷ ⇔ 𝑚ଵଵ ⇔ 𝑝 ∧ 𝑞
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主合取式构造:

𝑝 𝑞 𝑞 ∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞)
0 0 0 𝑀଴

0 1 0 𝑀ଵ

1 0 0 𝑀ଶ

1 1 1 𝑀ଷ

故:𝑞 ∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞)的主合取式为:
𝑞 ∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞) ⇔ 𝑀଴ ∧ 𝑀ଵ ∧ 𝑀ଶ

⇔ 𝑀଴଴ ∧ 𝑀଴ଵ ∧ 𝑀ଵ଴
⇔ (𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞)

𝑚଴ 𝑚ଵ 𝑚ଶ

𝑝 𝑞 𝑟 ¬𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ ¬𝑟 ¬𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ 𝑟 ¬𝑝 ∧ 𝑞 ∧ ¬𝑟
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
0 1 0 0 0 1
0 1 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0
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𝑚ଷ 𝑚ସ 𝑚ହ

¬𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑟 𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ ¬𝑟 𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ 𝑟
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

𝑚଺ 𝑚଻

𝑝 𝑞 𝑟 𝑝 ∧ 𝑞 ∧ ¬𝑟 𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑟
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 1 1 0 0
1 0 0 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 1 0
1 1 1 0 1
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𝑀଻ 𝑀଺ 𝑀ହ

𝑝 𝑞 𝑟 ¬𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ ¬𝑟 ¬𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ 𝑟 ¬𝑝 ∨ 𝑞 ∨ ¬𝑟
0 0 0 0 1 1
0 0 1 1 0 1
0 1 0 1 1 0
0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1

𝑀ସ 𝑀ଷ 𝑀ଶ

¬𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟 𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ ¬𝑟 𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ 𝑟
1 1 1
1 1 1
1 1 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0
1 1 1
1 1 1
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𝑀ଵ 𝑀଴

𝑝 𝑞 𝑟 𝑝 ∨ 𝑞 ∨ ¬𝑟 𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟
0 0 0 1 1
0 0 1 1 1
0 1 0 1 1
0 1 1 1 1
1 0 0 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 0

例:求(𝑝 ∧ 𝑞) ∨ 𝑟的主范式.
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𝑝 𝑞 𝑟 (𝑝 ∧ 𝑞) ∨ 𝑟

0 0 0 0 𝑚଴ 𝑀଴

0 0 1 1 𝑚ଵ 𝑀ଵ

0 1 0 0 𝑚ଶ 𝑀ଶ

0 1 1 1 𝑚ଷ 𝑀ଷ

1 0 0 0 𝑚ସ 𝑀ସ

1 0 1 1 𝑚ହ 𝑀ହ

1 1 0 1 𝑚଺ 𝑀଺

1 1 1 1 𝑚଻ 𝑀଻

主析取范式:
(𝑝 ∧ 𝑞) ∨ 𝑟 ⇔ 𝑚ଵ ∨ 𝑚ଷ ∨ 𝑚ହ ∨ 𝑚଺ ∨ 𝑚଻
⇔ (¬𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ 𝑟) ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑟) ∨ (𝑝

∧ ¬𝑞 ∧ 𝑟)
∨ (𝑝 ∧ 𝑞 ∧ ¬𝑟) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑟)

⇔ 𝑚଴଴ଵ ∨ 𝑚଴ଵଵ ∨ 𝑚ଵ଴ଵ ∨ 𝑚ଵଵ଴ ∨ 𝑚ଵଵଵ

主合取范式:
(𝑝 ∧ 𝑞) ∨ 𝑟 ⇔ 𝑀଴ ∧ 𝑀ଶ ∧𝑀ସ

⇔ (𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟) ∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ 𝑟) ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞
∨ 𝑟)

⇔ 𝑀଴଴଴ ∧ 𝑀଴ଵ଴ ∧ 𝑀ଵ଴଴
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例:求(¬𝑝 → 𝑟) ∧ (𝑞 ↔ 𝑝)的主范式.

𝑝 𝑞 𝑟 (¬𝑝 → 𝑟) ∧ (𝑞 ↔ 𝑝)

0 0 0 0 𝑚଴ 𝑀଴

0 0 1 1 𝑚ଵ 𝑀ଵ

0 1 0 0 𝑚ଶ 𝑀ଶ

0 1 1 1 𝑚ଷ 𝑀ଷ

1 0 0 0 𝑚ସ 𝑀ସ

1 0 1 1 𝑚ହ 𝑀ହ

1 1 0 1 𝑚଺ 𝑀଺

1 1 1 1 𝑚଻ 𝑀଻



2021/9/24

103

主析取范式:
(¬𝑝 → 𝑟) ∧ (𝑞 ↔ 𝑝)
⇔ 𝑚ଵ ∨ 𝑚଺ ∨ 𝑚଻

⇔ 𝑚଴଴ଵ ∨ 𝑚ଵଵ଴ ∨ 𝑚ଵଵଵ
⇔ (¬𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ 𝑟)

∨ (𝑝 ∧ 𝑞 ∧ ¬𝑟) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑟)

主合取范式:
(¬𝑝 → 𝑟) ∧ (𝑞 ↔ 𝑝)

⇔ 𝑀଴ ∧𝑀ଶ ∧ 𝑀ଷ ∧𝑀ସ ∧ 𝑀ହ
⇔ 𝑀଴଴଴ ∧ 𝑀଴ଵ଴ ∧ 𝑀଴ଵଵ ∧ 𝑀ଵ଴଴ ∧ 𝑀ଵ଴ଵ

⇔ (𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟) ∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ 𝑟)
∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ ¬𝑟) ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟)

∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞 ∨ ¬𝑟)

主析取范式与主合取范式互求: 极小项与
极大项之间的关系:

¬𝑚௜ ⇔ 𝑀௜,  ¬𝑀௜ ⇔ 𝑚௜

设命题公式𝐴中含𝑛个命题变元,𝐴 ∨ ¬𝐴(永
真式)的主析取范式应包含有𝑛个命题变元
的所有2௡个极小项;反之,𝐴 ∧ ¬𝐴(永假式)
的主合取范式应包含有𝑛个命题变元的所
有2௡个极大项.
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已知𝐴的主析取范式求𝐴的主合取范式的
步骤:

(1)求出¬𝐴的主析取范式,即𝐴的主析取范式中
没有出现的极小项的析取;

(2)¬¬𝐴即为𝐴的主合取范式.

已知𝐴的主合取范式求𝐴的主析取范式的
步骤:

(1)求出¬𝐴的主合取范式,即𝐴的主合取范式中
没有出现的极大项的合取;

(2)¬¬𝐴即为𝐴的主析取范式.

例:求命题公式的主范式:
𝐴 = (𝑝 → 𝑞) ∧ 𝑞

解:
𝐴 = (𝑝 → 𝑞) ∧ 𝑞
⇔ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ 𝑞

⇔ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞)
⇔ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑝 ∨ 𝑞)

⇔ 𝑀ଵ଴ ∧ 𝑀଴଴
¬𝐴 ⇔ 𝑀଴ଵ ∧𝑀ଵଵ

¬¬𝐴 ⇔ ¬(𝑀଴ଵ ∧ 𝑀ଵଵ) ⇔ 𝑚଴ଵ ∨ 𝑚ଵଵ
⇔ (¬𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞)
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例:求如下命题公式的主范式:
𝐴 = 𝑝 ∨ (𝑞 ∧ ¬𝑟)

解:
𝐴 = 𝑝 ∨ (𝑞 ∧ ¬𝑟)

⇔ (𝑝 ∧ (¬𝑞 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑟 ∨ 𝑟)) ∨ ((¬𝑝 ∨ 𝑝)
∧ (𝑞 ∧ ¬𝑟))

⇔ (𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ ¬𝑟) ∨ (𝑝 ∧ ¬𝑞 ∧ 𝑟) ∨
(𝑝 ∧ 𝑞 ∧ ¬𝑟) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑟) ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑞

∧ ¬𝑟)

⇔ 𝑚ଵ଴଴ ∨ 𝑚ଵ଴ଵ ∨ 𝑚ଵଵ଴ ∨ 𝑚ଵଵଵ ∨ 𝑚଴ଵ଴
¬𝐴 ⇔ 𝑚଴଴଴ ∨ 𝑚଴଴ଵ ∨ 𝑚଴ଵଵ

¬¬𝐴 ⇔ ¬(𝑚଴଴଴ ∨ 𝑚଴଴ଵ ∨ 𝑚଴ଵଵ)
⇔ 𝑀଴଴଴ ∧ 𝑀଴଴ଵ ∧ 𝑀଴ଵଵ

⇔ (𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟) ∧ (𝑝 ∨ 𝑞 ∨ ¬𝑟)
∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞 ∨ ¬𝑟)
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主析(合取)范式的应用:
• 判断两命题公式是否等价;
• 判断命题公式的类型.

判断两命题公式是否等价

由于命题公式的主析取范式和主合取范
式均是惟一的,因此,两个命题公式等值的
充分必要条件是它们的主析取范式或主
合取范式相同.
所以,欲证明等值式,可分别求出两个命题
公式的主析取范式或主合取范式.
若它们相同,则两命题公式等值;否则两命
题公式不等值.
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求证:(𝑝 → 𝑞) ∧ 𝑞 ⇔ (𝑝 ∨ ¬𝑞) → 𝑞.

证明:
(𝑝 → 𝑞) ∧ 𝑞

⇔ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ 𝑞
⇔ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞)

⇔ (𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞)

(𝑝 ∨ ¬𝑞) → 𝑞
⇔ ¬(𝑝 ∨ ¬𝑞) ∨ 𝑞 ⇔ (¬𝑝 ∧ 𝑞) ∨ 𝑞

⇔ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ 𝑞
⇔ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞)

⇔ (𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞)

利用主析(合)取范式求解判定问题:
(1)若𝐴等值于𝑇或𝐴的主析取范式含有2௡个极
小项,则𝐴为永真式;

(2)若𝐴等值于𝐹或𝐴的主合取范式含有2௡个极
大项,则𝐴为永假式;

(3)若𝐴不等值于𝑇也不值价于𝐹,且其主析取范
式含有的极小项小于2௡个,主合取范式含有
的极大项小于2௡个,则𝐴为可满足式.
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例:判定下列命题公式的类型.
(1)𝑝 ∨ ((𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑞)

解:𝑝 ∨ ((𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑞)
⇔ 𝑝 ∨ (¬(𝑝 ∨ 𝑞) ∨ 𝑞)
⇔ 𝑝 ∨ 𝑞 ∨ (¬𝑝 ∧ ¬𝑞)

⇔ (𝑝 ∧ (𝑞 ∨ ¬𝑞)) ∨ ((𝑝 ∨ ¬𝑝) ∧ 𝑞) ∨ (¬𝑝
∧ ¬𝑞)

⇔ (𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ ¬𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (¬𝑝
∧ 𝑞) ∨ (¬𝑝 ∧ ¬𝑞)

⇔ (𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ ¬𝑞) ∨ (¬𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (¬𝑝
∧ ¬𝑞)

主析取范式含4个极小项,因此为永真式.

(2)𝑞 ∧ (𝑞 → 𝑝) ∧ (𝑝 → ¬𝑞)

解:
𝑞 ∧ (𝑞 → 𝑝) ∧ (𝑝 → ¬𝑞)

⇔ 𝑞 ∧ (¬𝑞 ∨ 𝑝) ∧ (¬𝑝 ∨ ¬𝑞)
⇔ ((𝑝 ∧ ¬𝑝) ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑞 ∨ 𝑝) ∧ (¬𝑝 ∨ ¬𝑞)
⇔ (𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (¬𝑞 ∨ 𝑝) ∧ (¬𝑝

∨ ¬𝑞)

主合取范式含4个极大项,因此为永假式.
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(3)𝑝 ∨ (𝑞 ∧ ¬(¬𝑝 ∧ 𝑞)).

解:
𝑝 ∨ (𝑞 ∧ ¬(¬𝑝 ∧ 𝑞))
⇔ 𝑝 ∨ (𝑞 ∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞))

⇔ 𝑝 ∨ (𝑞 ∧ 𝑝) ∨ (𝑞 ∧ ¬𝑞)
⇔ 𝑝 ∨ (𝑝 ∧ 𝑞)

⇔ (𝑝 ∧ (𝑞 ∨ ¬𝑞)) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞)
⇔ (𝑝 ∧ ¬𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑞)

主析取范式含2个极小项,为可满足式.

命题逻辑推理理论

推理:是指由已知命题出发推出新命题的
思维过程,在这里已知命题称为推理的前
提或假设,新命题称为推理的结论,而与推
理相关的理论称为推理理论.
推理的前提可以是一个命题公式也可以
是多个命题公式,推理的结论是一个命题
公式.
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定义:设𝐴, 𝐵为命题公式,若𝐴 → 𝐵为永真
式,即𝐴 ⇒ 𝐵,称𝐴到𝐵是一个有效推理.也称
𝐵为𝐴的有效结论,或称𝐵可由前提𝐴推出.
设𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡和𝐵是命题公式,若:

(𝐴ଵ ∧ 𝐴ଶ ∧ ⋯∧ 𝐴௡) → 𝐵

为永真式,即:
𝐴ଵ ∧ 𝐴ଶ ∧ ⋯∧ 𝐴௡ ⇒ 𝐵

则称𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡到𝐵是一个有效推理,也
称𝐵是一组前提𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡的有效结论,
或称𝐵可由一组前提𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡推出.

这种由前提到结论的推理形式可表示为:
𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡ ⊢ 𝐵

其中⊢表示推出,称𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡ ⊢ 𝐵为推
理的形式结构.
若推理是有效的,则记为:

𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡ ⊨ 𝐵

也就是𝐴ଵ ∧ 𝐴ଶ ∧ ⋯∧ 𝐴௡ ⇒ 𝐵.
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推理的方法

判别有效结论的过程就是推理或称论证
的过程,论证的方法有多种,常用的方法有

• 简单证明法

• 形式证明法(构造性证明法)

简单证明法

设𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡和𝐵是命题公式,欲证:
𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡ ⊨ 𝐵

可通过证明命题公式:
(𝐴ଵ ∧ 𝐴ଶ ∧ ⋯∧ 𝐴௡) → 𝐵

是永真式,即命题公式:
(𝐴ଵ ∧ 𝐴ଶ ∧ ⋯∧ 𝐴௡) → 𝐵

的真值表中,在任一种解释下命题公式:
(𝐴ଵ ∧ 𝐴ଶ ∧ ⋯∧ 𝐴௡) → 𝐵

的真值皆为真.



2021/9/24

112

例:确定¬𝑝是否是前提𝑝 → 𝑞,¬𝑞的有效结
论.
解:((𝑝 → 𝑞) ∧ ¬𝑞) → ¬𝑝的真值表:

𝑝 𝑞 ¬𝑝 ¬𝑞 𝑝 → 𝑞 (𝑝 → 𝑞) ((𝑝 → 𝑞) ∧ ¬𝑞)

∧ ¬𝑞 → ¬𝑝
0 0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0 1
1 0 0 1 0 0 1
1 1 0 0 1 0 1

由真值表可知,命题公式
((𝑝 → 𝑞) ∧ ¬𝑞) → ¬𝑝

为永真式,即
((𝑝 → 𝑞) ∧ ¬𝑞) ⊢ ¬𝑝

是有效的.
即:¬𝑝是前提𝑝 → 𝑞, ¬𝑞的有效结论.
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例:判断如下推理是否正确: 如果太阳从西
边出来,则地球停止转动.
解:符号化命题:
𝑝:太阳从西边出来, 𝑞:地球停止转动.
前提:𝑝 → 𝑞, 𝑝

结论:𝑞
即要证明(𝑝 → 𝑞), 𝑝 ⊢ 𝑞是否有效,也就是:

((𝑝 → 𝑞) ∧ 𝑝) → 𝑞

是否是永真式?

((𝑝 → 𝑞) ∧ 𝑝) → 𝑞的真值表如下:

𝑝 𝑞 (𝑝 → 𝑞) ∧ 𝑝 ((𝑝 → 𝑞) ∧ 𝑝) → 𝑞
0 0 0 1
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 1

由真值表可知,命题公式((𝑝 → 𝑞) ∧ 𝑝) →
𝑞为永真式,即(𝑝 → 𝑞), 𝑝 ⊢ 𝑞是有效的.
故𝑞是前提𝑝 → 𝑞,𝑝的有效结论.
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形式证明法

定义:形式证明(构造证明)是一个描述推理
过程的命题公式序列,该序列中每个命题
或者是已知的前提,或者是由某些前提推
导的结论.
推理规则:

(1)P规则(前提引入规则)
(2)T规则(结论引入规则)
(3)置换规则

(4)CP规则

以及基本等值式和基本永真蕴含式.

𝑃规则(前提引入规则): 在推导的任何步骤
上都可以引入前提.
𝑇规则(结论引入规则) 在推导过程中,如果
前面有一个或多个命题公式推证出结论
𝐵,则可将𝐵作为后续推导的前提使用.
𝐶𝑃规则: 如果有效结论为形如𝑅 → 𝐶的条
件式,则可将𝑅加入到前提中作为附加前
提,然后推导结论𝐶即可.
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在形式证明中,为得到给定前提的有效结
论,一般可采用两种基本方法:直接证明法
和间接证明法.
这两种证明法均是构造三个序列,第一序
列为步骤编号;第二序列为推导的命题公
式序列;第三序列为注释行序列,包括引用
的推理规则和使用的推理定律,即推导的
依据.

(1)直接证明法

直接证明法就是由一组已知的前提,利用
公认的推理规则,根据基本等值式和基本
永真蕴含式推导有效结论.
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例:试证明:¬𝑝是前提𝑝 → ¬𝑞, 𝑞 ∨ ¬𝑟, 𝑟的
有效结论.
证明序列如下:

(1)𝑟,   𝑃规则

(2)𝑞 ∨ ¬𝑟,  𝑃规则

(3)𝑞,   𝑇规则,(1)(2)析取三段论

(4)𝑝 → ¬𝑞,  𝑃规则

(5)𝑞 → ¬𝑝,  𝑇规则,(4)逆反式

(6)¬𝑝,  𝑇规则,(3)(5)假言推理

故¬𝑝是前提𝑝 → ¬𝑞, 𝑞 ∨ ¬𝑟,𝑟的有效结论.

求证{(𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑟, 𝑟 → 𝑠,¬𝑠} ⊨ (¬𝑝 ∨ ¬𝑞)

证明:
(1)(𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑟  𝑃规则

(2)𝑟 → 𝑠  𝑃规则

(3)(𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑠  𝑇规则,(1)(2)
(4)¬𝑠   𝑃规则

(5)¬(𝑝 ∨ 𝑞)   𝑇规则,(3)(4)
(6)¬𝑝 ∧ ¬𝑞   𝑇规则,(5)

故:(𝑝 ∨ 𝑞) → 𝑟, 𝑟 → 𝑠,¬𝑠 ⊨ (¬𝑝 ∧ ¬𝑞)有
效.
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例:证明: (𝑤 ∨ 𝑟) → 𝑣, 𝑣 → 𝑐 ∨ 𝑠, 𝑠 →
𝑢,¬𝑐 ∧ ¬𝑢 ⊨ ¬𝑤

证明序列如下:
(1)¬𝑐 ∧ ¬𝑢  𝑃规则

(2)¬𝑢  𝑇规则,(1)
(3)𝑠 → 𝑢   𝑃规则

(4)¬𝑠   𝑇规则,(2)(3)
(5)¬𝑐  𝑇规则,(1)
(6)¬𝑐 ∧ ¬𝑠   𝑇规则,(4)(5)
(7)¬(𝑐 ∨ 𝑠)   𝑇规则,(4)

(8)(𝑤 ∨ 𝑟) → 𝑣   𝑃规则

(9)𝑣 → 𝑐 ∨ 𝑠  𝑃规则

(10)(𝑤 ∨ 𝑟) → (𝑐 ∨ 𝑠)   𝑇规则,(8)(9)
(11)¬(𝑤 ∨ 𝑟)  𝑃规则(7)(10)
(12)¬𝑤 ∧ ¬𝑟  𝑇规则,(11)
(13)¬𝑤  𝑇规则,(12)
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例:一个数是复数当且仅当它是一个实数
或虚数.
一个数既不是实数也不是虚数,所以这个
数不是复数.
证明:将前提和结论符号化.
𝑝:一个数是复数

𝑞:一个数是实数

𝑟:一个数是虚数

前提:𝑝 ↔ (𝑞 ∨ 𝑟),¬𝑞 ∧ ¬𝑟

结论:¬𝑝

(1)𝑝 ↔ (𝑞 ∨ 𝑟)   𝑃规则

(2)(𝑝 → (𝑞 ∨ 𝑟)) ∧ ((𝑞 ∨ 𝑟) → 𝑝)  𝑇规则,(1)
(3)𝑝 → (𝑞 ∨ 𝑟)  𝑃规则

(4)¬𝑞 ∧ ¬𝑟   𝑃规则

(5)¬(𝑞 ∨ 𝑟)   𝑇规则,(4)
(6)¬𝑝  𝑇规则,(3)(5)

所以:¬𝑝是前提𝑝 ↔ (𝑞 ∨ 𝑟),¬𝑞 ∧ ¬𝑟的有
效结论.
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间接证明法

反证法

设𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡为命题公式,𝑃ଵ, 𝑃ଶ,⋯ , 𝑃௠
为其中出现的全部命题变元.
若至少存在一种解释,使𝐴ଵ ∧ 𝐴ଶ ∧ ⋯∧ 𝐴௡
的真值为真,则称命题公式𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡是
相容的(一致的).
否则,若对任何一种解释,都至少有一个
𝐴௜(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)的真值为假,致使𝐴ଵ ∧ 𝐴ଶ ∧
⋯∧ 𝐴௡的真值为假. 则称命题公式
𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡是不相容的(非一致的).

定理:𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡是不相容的当且仅当对
于任何命题公式𝑅,都有

𝐴ଵ ∧ 𝐴ଶ ∧ ⋯∧ 𝐴௡ ⇒ 𝑅 ∧ ¬𝑅.
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定理:设𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡,𝐶为命题公式,且
𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡是相容的,而

𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡, ¬𝐶

是不相容的,则命题公式𝐶是命题公式
𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡的有效结论.
欲证明:

𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡ ⊢ 𝐶

有效,只要证明:
𝐴ଵ ∧ 𝐴ଶ ∧ ⋯∧ 𝐴௡ ∧ ¬𝐶 ⇒ 𝑅 ∧ ¬𝑅

例:证明¬𝐷是前提
𝐴 → 𝐵,¬𝐵 ∨ 𝐶,¬𝐶, 𝐷 → 𝐴

的有效结论.
证明:采用反证法.
将¬(¬𝐷) ⇔ 𝐷作为附加前提加入到前提
之中.
证明序列如下:

(1)𝐷  𝑃(附加前提)
(2)𝐷 → 𝐴  𝑃

(3)𝐴   𝑇,(1)(2)
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(4)𝐴 → 𝐵  𝑃

(5)𝐵  𝑇,(3)(4)
(6)¬𝐵 ∨ 𝐶  𝑃

(7)𝐶  𝑇,(5)(6)
(8)¬𝐶   𝑃

(9)𝐶 ∧ ¬𝐶  𝑇,(7)(8)

由于结论𝐶 ∧ ¬𝐶是一个矛盾式,说明前提
是非一致的.
因此,¬𝐷是前提 𝐴 → 𝐵,¬𝐵 ∨ 𝐶, ¬𝐶, 𝐷 →
𝐴的有效结论.

例:采用反证法证明:
¬𝑝 ∧ ¬𝑞 ⊨ ¬(𝑝 ∧ 𝑞)

证明:将¬¬(𝑝 ∧ 𝑞) ⇔ 𝑝 ∧ 𝑞作为附加前提.
证明序列如下:

(1)𝑝 ∧ 𝑞   𝑃(附加前提)
(2)𝑝  𝑇,(1)
(3)¬𝑝 ∧ ¬𝑞   𝑃

(4)¬𝑝  𝑇,(3)
(5)𝑝 ∧ ¬𝑝   𝑇,(2)(4)

结论𝑝 ∧ ¬𝑝是一个矛盾式,所以
¬𝑝 ∧ ¬𝑞 ⊨ ¬(𝑝 ∧ 𝑞)
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例:采用直接证法证明:
¬𝑝 ∧ ¬𝑞 ⊨ ¬(𝑝 ∧ 𝑞)

证明序列如下:
(1)¬𝑝 ∧ ¬𝑞   𝑃

(2)¬𝑝  𝑇,(1)
(3)¬𝑝 ∨ ¬𝑞   𝑇,(2)
(4)¬(𝑝 ∧ 𝑞)   𝑇,(3)

故:
¬𝑝 ∧ ¬𝑞 ⊨ ¬(𝑝 ∧ 𝑞)

CP规则

如果有效结论为形如𝑅 → 𝐶的条件式,则
可将𝑅加入到前提中作为附加前提,然后
推导结论𝐶即可.
要证明:

𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡ ⊨ 𝑅 → 𝐶

可以转化为证明:
𝐴ଵ, 𝐴ଶ,⋯ , 𝐴௡, 𝑅 ⊨ 𝐶
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例:试证明
¬𝑝 ∨ 𝑞, 𝑞 → 𝑠,¬𝑝 → ¬𝑟 ⊨ 𝑟 → 𝑠

有效.
证明:由于结论𝑟 → 𝑠是一个条件式,因此可
采用𝐶𝑃规则,将结论中的前件r作为附加前
提加入到前提之中,推导结论𝑠即可.
即证明:

¬𝑝 ∨ 𝑞, 𝑞 → 𝑠,¬𝑝 → ¬𝑟, 𝑟 ⊨ 𝑠

有效.

(1)𝑟   𝑃(附加前提)
(2)¬𝑝 → ¬𝑟   𝑃

(3)𝑟 → 𝑝   𝑇,(2)
(4)𝑝  𝑇,(1)(3)
(5)¬𝑝 ∨ 𝑞  𝑃

(6)𝑞   𝑇,(4)(5)
(7)𝑞 → 𝑠  𝑃

(8)𝑠   𝑇,(6)(7)
(9)𝑟 → 𝑠  𝐶𝑃,(1)(8)
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例:设有下列情况,判断论证是否有效.
(1)如果我不去玩游戏,我会有充足的时间.
(2)假如我有充足的时间,我就会认真复习
英语.
(3)如果我认真复习英语,我的英语考试就
不会不及格.
结论:我的英语考试没及格,所以我肯定去
玩游戏了.

证明:首先将前提和结论符号化.
𝑝:我去玩游戏.
𝑞:我有充足的时间.
𝑟:我认真复习英语.
𝑠:我的英语考试及格了.
前提:¬𝑝 → 𝑞, 𝑞 → 𝑟, 𝑟 → 𝑠结论:¬𝑠 → 𝑝. 
由于结论¬𝑠 → 𝑝是一个条件式,故可采用
𝐶𝑃规则来证明.
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前提:¬𝑝 → 𝑞, 𝑞 → 𝑟, 𝑟 → 𝑠结论:¬𝑠 → 𝑝
(1)¬𝑝 → 𝑞   𝑃

(2)𝑞 → 𝑟   𝑃

(3)¬𝑝 → 𝑟  𝑇,(1)(2)
(4)𝑟 → 𝑠  𝑃

(5)¬𝑝 → 𝑠  𝑇,(3)(4)
(6)¬𝑠   𝑃(附加前提)
(7)𝑝  𝑇,(5)(6)
(8)¬𝑠 → 𝑝  𝐶𝑃,(6)(7) 所以结论有效.


