
一阶等价式与蕴含式

设𝐴和𝐵是一阶逻辑公式,若𝐴 ↔ 𝐵为永真
式,则称𝐴和𝐵是等价的,记为𝐴 ⇔ 𝐵.

𝐴 ⇔ 𝐵表明在任意的解释和赋值下,𝐴与𝐵
都具有相同的值。

例如:
∀𝑥¬¬𝑃(𝑥) ⇔ ∀𝑥𝑃(𝑥)

∀𝑥∀𝑦𝐴(𝑥, 𝑦) ⇔ ∀𝑦∀𝑥𝐴(𝑥, 𝑦)
¬∃𝑥𝐴(𝑥) ⇔ ∀𝑥¬𝐴(𝑥)

∃𝑥(𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥)) ⇔ ∃𝑥𝐴(𝑥) ∨ ∃𝑥𝐵(𝑥)



设𝐴和𝐵是谓词公式,若𝐴 → 𝐵为永真式,则
称𝐴永真蕴含𝐵,记为𝐴 ⇒ 𝐵.

𝐴 ⇒ 𝐵表明在任意的解释下,一切使𝐴为真
的赋值均使𝐵为真。

例如:
∀𝑥𝑃(𝑥) ⇒ ∃𝑥𝑃(𝑥)

∀𝑥𝐴(𝑥) ∨ ∀𝑥𝐵(𝑥) ⇒ ∀𝑥(𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥))
∀𝑥(𝐴(𝑥) → 𝐵(𝑥)) ⇒ ∀𝑥𝐴(𝑥) → ∀𝑥𝐵(𝑥)

¬∃𝑥𝐴(𝑥) ⇒ ∀𝑥¬𝐴(𝑥)



置换规则

设𝐴为含有子公式𝐴1的公式,用公式𝐵1置换公式𝐴中
的𝐴1得到公式𝐵. 若𝐴1 ⇔ 𝐵1,则𝐴 ⇔ 𝐵.

例如:
∀𝑥¬¬𝑃(𝑥) ⇔ ∀𝑥𝑃(𝑥)

∀𝑥(¬𝑃(𝑥) → 𝑄(𝑥)) ⇔ ∀𝑥(𝑃(𝑥) ∨ 𝑄(𝑥))
∀𝑥∀𝑦(𝑃(𝑥) → 𝑄(𝑦)) ⇔ ∀𝑥∀𝑦(¬𝑄(𝑦) → ¬𝑃(𝑥))



换名规则

设𝑥是辖域内的约束变量,𝑦是在辖域内未曾出
现的变量,则有:

∀𝑥𝐴(𝑥) ⇔ ∀𝑦𝐴(𝑦),
∃𝑥𝐴(𝑥) ⇔ ∃𝑦𝐴(𝑦).

例如:
∀𝑥(¬𝑃(𝑥) → 𝑄(𝑥)) ⇔ ∀𝑦(¬𝑃(𝑦) → 𝑄(𝑦)).

注意：换名规则针对的是约束变量。



代入规则

设𝐴为一阶逻辑公式,将𝐴中某自由变量的
所有出现,替换为𝐴中未曾出现的某变量,
而𝐴的其余部分不变,得到逻辑公式𝐵,则

𝐴 ⇔ 𝐵.

例如:
∃𝑥¬𝑃(𝑥, 𝑦) ⇔ ∃𝑥¬𝑃(𝑥, 𝑧).

注意: 代入规则针对的是自由变量。



量词的转换律
¬∀𝑥¬𝐴(𝑥) ⇔ ∃𝑥𝐴(𝑥)
¬∃𝑥¬𝐴(𝑥) ⇔ ∀𝑥𝐴(𝑥)
¬∀𝑥𝐴(𝑥) ⇔ ∃𝑥¬𝐴(𝑥)
¬∃𝑥𝐴(𝑥) ⇔ ∀𝑥¬𝐴(𝑥)

量词的分配律
∀𝑥(𝐴(𝑥) ∧ 𝐵(𝑥)) ⇔ ∀𝑥𝐴(𝑥) ∧ ∀𝑥𝐵(𝑥)
∃𝑥(𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥)) ⇔ ∃𝑥𝐴(𝑥) ∨ ∃𝑥𝐵(𝑥)



量词辖域的扩张与收缩律

设𝐵是不含个体变元𝑥的谓词公式,则:
∀𝑥(𝐴(𝑥) ∨ 𝐵) ⇔ ∀𝑥𝐴(𝑥) ∨ 𝐵
∀𝑥(𝐴(𝑥) ∧ 𝐵) ⇔ ∀𝑥𝐴(𝑥) ∧ 𝐵
∀𝑥(𝐴(𝑥) → 𝐵) ⇔ ∀𝑥𝐴(𝑥) → 𝐵
∀𝑥(𝐴(𝑥) ← 𝐵) ⇔ ∀𝑥𝐴(𝑥) ← 𝐵
∃𝑥(𝐴(𝑥) ∨ 𝐵) ⇔ ∃𝑥𝐴(𝑥) ∨ 𝐵
∃𝑥(𝐴(𝑥) ∧ 𝐵) ⇔ ∃𝑥𝐴(𝑥) ∧ 𝐵
∃𝑥(𝐴(𝑥) → 𝐵) ⇔ ∃𝑥𝐴(𝑥) → 𝐵
∃𝑥(𝐴(𝑥) ← 𝐵) ⇔ ∃𝑥𝐴(𝑥) ← 𝐵



量词的消去

在某一解释𝐼下,若个体域为有限集,如𝐷 = {𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛},则
由量词的定义可得出:

∀𝑥𝐴(𝑥) ⇔ 𝐴(𝑎1) ∧ 𝐴(𝑎2) ∧ ⋯∧ 𝐴(𝑎𝑛)
∃𝑥𝐴(𝑥) ⇔ 𝐴(𝑎1) ∨ 𝐴(𝑎2) ∨ ⋯∨ 𝐴(𝑎𝑛)

其中𝐴(𝑎𝑖)(𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛)为用𝑎𝑖代入公式𝐴(𝑥)中自由出现
的𝑥得到的公式。



含有量词的永真蕴含式
∀𝑥𝐴(𝑥) ∨ ∀𝑥𝐵(𝑥) ⇒ ∀𝑥(𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥))
∃𝑥(𝐴(𝑥) ∧ 𝐵(𝑥)) ⇒ ∃𝑥𝐴(𝑥) ∧ ∃𝑥𝐵(𝑥)
∀𝑥(𝐴(𝑥) → 𝐵(𝑥)) ⇒ ∀𝑥𝐴(𝑥) → ∀𝑥𝐵(𝑥)
∃𝑥𝐴(𝑥) → ∀𝑥𝐵(𝑥) ⇒ ∀𝑥(𝐴(𝑥) → 𝐵(𝑥))

注意：这些永真蕴含式的逆均不成立。



多个量词的使用
∀𝑥∀𝑦𝐴(𝑥, 𝑦) ⇔ ∀𝑦∀𝑥𝐴(𝑥, 𝑦)
∃𝑥∃𝑦𝐴(𝑥, 𝑦) ⇔ ∃𝑦∃𝑥𝐴(𝑥, 𝑦)
∀𝑥∀𝑦𝐴(𝑥, 𝑦) ⇒ ∃𝑦∀𝑥𝐴(𝑥, 𝑦)
∀𝑦∀𝑥𝐴(𝑥, 𝑦) ⇒ ∃𝑥∀𝑦𝐴(𝑥, 𝑦)
∃𝑦∀𝑥𝐴(𝑥, 𝑦) ⇒ ∀𝑥∃𝑦𝐴(𝑥, 𝑦)
∃𝑥∀𝑦𝐴(𝑥, 𝑦) ⇒ ∀𝑦∃𝑥𝐴(𝑥, 𝑦)
∀𝑥∃𝑦𝐴(𝑥, 𝑦) ⇒ ∃𝑦∃𝑥𝐴(𝑥, 𝑦)
∀𝑦∃𝑥𝐴(𝑥, 𝑦) ⇒ ∃𝑥∃𝑦𝐴(𝑥, 𝑦)


