
联结词与命题解释

联结词是一种二元逻辑操作符,根据不同的“T”和

“F”组合,可能有24 = 16种不同的联结词。

列表如下：

𝑥1 𝑥2 𝑂1 𝑂2 𝑂3 𝑂4 𝑂5 𝑂6 𝑂7 𝑂8
𝑇 𝑇 𝑇 𝑇 𝑇 𝑇 𝑇 𝑇 𝑇 𝑇
𝑇 𝐹 𝑇 𝑇 𝑇 𝑇 𝐹 𝐹 𝐹 𝐹
𝐹 𝑇 𝑇 𝑇 𝐹 𝐹 𝑇 𝑇 𝐹 𝐹
𝐹 𝐹 𝑇 𝐹 𝑇 𝐹 𝑇 𝐹 𝑇 𝐹



𝑂9 𝑂10 𝑂11 𝑂12 𝑂13 𝑂14 𝑂15 𝑂16
𝐹 𝐹 𝐹 𝐹 𝐹 𝐹 𝐹 𝐹
𝑇 𝑇 𝑇 𝑇 𝐹 𝐹 𝐹 𝐹
𝑇 𝑇 𝐹 𝐹 𝑇 𝑇 𝐹 𝐹
𝑇 𝐹 𝑇 𝐹 𝑇 𝐹 𝑇 𝐹

以上将𝑥1𝑂𝑛𝑥2 (𝑛 = 1,2,⋯ , 16)的各种运算结果排
成16列,这种表格又称真值表。

其中,较常用的联结词有: 𝑂2是∨; 𝑂3是←; 𝑂5是→; 
𝑂7是↔; 𝑂8是∧; 𝑂9是↑; 𝑂10是⊕; 𝑂15是↓.



在命题逻辑中,命题又有命题常量和命题变量之分。

命题常量表示一个特定的命题;命题变量表示任意命题。

命题常量表示一个特定的命题,所以它有确定的真值。

命题变量没有确定的真值,它不是命题,仅当用一个特定命
题取代它时,才能确定真值,这称为对命题变量的赋值
(Assignment)或解释(Intepretation),通常用𝐼表示。



例: 在解释𝐼 = {𝑝 ← 𝑇, 𝑞 ← 𝐹}下公式𝐴: 𝑝 → 𝑞
↔ ¬𝑞 → ¬𝑝的真值如下：

(𝑝 → 𝑞) ↔ (¬ 𝑞 → ¬ 𝑝)

𝑇 𝐹 𝐹 𝑇
𝑇 𝐹 𝑇 𝐹 𝑇
𝑇 𝐹 𝑇 𝐹 𝐹 𝑇
𝑇 𝐹 𝑇 𝐹 𝐹 𝐹 𝑇
𝑇 𝐹 𝐹 𝑇 𝐹 𝐹 𝐹 𝑇
𝑇 𝐹 𝐹 𝑇 𝑇 𝐹 𝐹 𝐹 𝑇

即𝑣𝐼 = 𝑇.



对一个公式的理解往往需要分析该公式在不
同解释下的真值。

对于公式𝐴,
𝑝 𝑞 (𝑝 → 𝑞) ↔ (¬ 𝑞 → ¬ 𝑝)

𝑇 𝑇 𝑇 𝑇 𝑇 𝑇 𝐹 𝑇 𝑇 𝐹 𝑇

𝑇 𝐹 𝑇 𝐹 𝐹 𝑇 𝑇 𝐹 𝐹 𝐹 𝑇

𝐹 𝑇 𝐹 𝑇 𝑇 𝑇 𝐹 𝑇 𝑇 𝑇 𝐹

𝐹 𝐹 𝐹 𝑇 𝐹 𝑇 𝑇 𝐹 𝑇 𝑇 𝐹



设𝑆为包含若干联结词的集合,若由𝑆中的联结词构成的命题
公式能表示任何命题公式,则称𝑆是全功能联结词集。

例：𝑆={¬,∧,∨,→,↔,⊕,↑,↓,↛}是一个全功能联结词集。

不难验证,剩下7种联结词均可由以上集合𝑆中的9种联结词的
组合取代。

判断一个联结词集是否为全功能联结词集,就看该联结词集
中的联结词能否取代一个全功能联结词集中的所有联结词。



求证: {¬,∧,∨,→,↔}是全功能联结词集。

证明: 由于{¬,∧,∨,→,↔,⊕,↑,↓,↛}是全功能联结词集,而:

𝑝 ⊕ 𝑞 ⇔ ¬(𝑝 ↔ 𝑞)

𝑝 ↑ 𝑞 ⇔ ¬(𝑝 ∧ 𝑞)

𝑝 ↓ 𝑞 ⇔ ¬(𝑝 ∨ 𝑞)

𝑝 ↛ 𝑞 ⇔ ¬(𝑝 → 𝑞)

故⊕, ↑, ↓和↛这4个联结词都可以由¬,∧,∨,→和↔这5个联结词

来取代。⇔表示左右的命题公式在任何解释下真值相同。

可见{¬,∧,∨,→,↔}是全功能联结词集。



{¬,∧,∨},{¬,∧},{¬,∨}也是全功能联结词集。

求证: {¬,∧,∨}是全功能联结词集。

证明: 由于{¬,∧,∨,→,↔}是全功能联结词集,而
𝑝 → 𝑞 ⇔ ¬𝑝 ∨ 𝑞

𝑝 ↔ 𝑞 ⇔ (¬𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑝 ∨ ¬𝑞)

故→,↔这两个联结词可以由¬,∧和∨这三个联结词来取代。

可见{¬,∧,∨}是全功能联结词集。



在联结词集中,如果一个联结词可以由该集合中其他
联结词定义,则此联结词称为冗余联结词。

例:联结词集{¬,∧,∨}中,{∨}是冗余联结词,因为:
𝑝 ∨ 𝑞 ⇔ ¬(¬𝑝 ∧ ¬𝑞)

设有一个全功能联结词集𝑆,若𝑆中不含冗余联结词,则
称𝑆是极小全功能联结词集。



求证: {¬,∨}是极小全功能联结词集。

证明:由于{¬,∧,∨}是全功能联结词集,而:
𝑝 ∧ 𝑞 ⇔ ¬(¬𝑝 ∨ ¬𝑞)

所以,{¬,∨}是全功能联结词集。

∨和¬相互之间不能取代,所以{¬,∨}是极小
全功能联结词集。

是否存在仅有一个元素的极小全功能联
结词集？



求证: {↑}是极小全功能联结词集。

证明: 由于{¬,∨}是极小全功能联结词集,而
¬𝑝 ⇔ ¬(𝑝 ∧ 𝑝) ⇔ (𝑝 ↑ 𝑝)

𝑝 ∨ 𝑞 ⇔ ¬(¬𝑝 ∧ ¬𝑞) ⇔ ¬𝑝 ↑ ¬𝑞 ⇔ (𝑝 ↑ 𝑝) ↑ (𝑞 ↑ 𝑞)

所以{↑}也是极小全功能联结词集。

它仅含一个联结词,故是极小全功能联结词集。



下面用↑表示常用的联结词:
¬𝑝 ⇔ ¬(𝑝 ∧ 𝑝) ⇔ 𝑝 ↑ 𝑝

𝑝 ∧ 𝑞 ⇔ ¬(𝑝 ↑ 𝑞) ⇔ (𝑝 ↑ 𝑞) ↑ (𝑝 ↑ 𝑞)
𝑝 ∨ 𝑞 ⇔ ¬(¬𝑝 ∧ ¬𝑞) ⇔ (¬𝑝) ↑ (¬𝑞) ⇔ (𝑝 ↑ 𝑝) ↑ (𝑞 ↑ 𝑞)

𝑝 → 𝑞 ⇔ ((𝑝 ↑ 𝑝) ↑ (𝑝 ↑ 𝑝)) ↑ (𝑞 ↑ 𝑞)
𝑝 ↔ 𝑞 ⇔ ((((𝑝 ↑ 𝑝) ↑ (𝑝 ↑ 𝑝)) ↑ (𝑞 ↑ 𝑞))

↑ (((𝑞 ↑ 𝑞) ↑ (𝑞 ↑ 𝑞)) ↑ (𝑝 ↑ 𝑝))) ↑
((((𝑝 ↑ 𝑝) ↑ (𝑝 ↑ 𝑝)) ↑ (𝑞 ↑ 𝑞))
↑ (((𝑞 ↑ 𝑞) ↑ (𝑞 ↑ 𝑞)) ↑ (𝑝 ↑ 𝑝)))


